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unic y,e[0,1], astfel incit f(x)}-fly,)=a. Dacd y,eR\Q atunci acA. Daci v.€Q. pentru orice x|
definim g:E—Q prin g(x)=y, si functia g fiind injectivd ajungem la o contradictie. Rezulta deci
A=(-1,1).

Clasa a X1I-a

L. Se considera un inel A.
a) S se arate ca multimea Z(A)={ae Alax=xa, pentru orice xe A} este subinel al inelului A.
b) Sa se arate ci, daci orice subinel comutativ al lui A este corp, atunci A este corp,
(Se numeste subinel o submultime BCA care verifica urmatoarele conditii: x.yeB implica
Xy, X-y€B si 1B, unde 1 este elementul neutru al inmu Itirii din A).

) Tonr Scv
Solutie: a) Fie abeZ(A); (a-b)x=ax-bx=xa-xb=x(a-b), si (ab)x=axb=x(ab), ¥xe A, deci a-beZ(A) s
abeZ(A). Cum 1eZ(A), rezultd ci Z(A) este subinel.
b) Fie acA—{0} si BcZ(A) un subinel al Tui A. Considerim D={Na)feB[X]!. Se verifica usor ¢ci D
este subinel comutativ al lui A §i atunci rezulta ca D este un corp. Cum aeD. rezulti c¢a a este
inversabil. De aici obtinem ca A este corp.
2. Fie f:[0,1]>R, integrabila, astfel incat:

0< <1.

I
[ f(x)dx
0

Sa se demonstreze ci existi X1#Xa, X1,X2€[0,1], astfel incat:

hz -
FHx)dx =(x—x,)2,
Xl

Radu Gologan
Solutie: Fie F:[0,1]>R, F(x)= If‘{t)dt :
{
Cazul I. Daca, pentru orice Xi#X€[0,1], avem [Fx )-FOQ)ZIx ™, atunci Xi=hooxe=0
(121;{ f(t)dt |21°"") dau o solutie.

Cazul 2. Daca, pentru orice Xi#X2€[0.1], avem [FOc)-F(x2)|<lxi %, atunci rezulta F derivabila in
orice Xe[0,1] si F'(x)=0, ceea ce contrazice O<[F(1)-F(0)].
Exista deci

O<a<b=<l cu [F(b}-F(a)[>|b-a]*?
si

O<c<ds<I cu [F(d)-F(c)>|d—c[**2,
Aplicand Darboux functiei g(1)= [Fly)-F(x)| = fye=x[""" cu O=x=(I-tattb<y,~(1-t)c+td<l obtinem
rezultatul.
3. Fie R—R o functie continui §1 marginita. Daci

X+

X
X [fidt = [ f(t)dt, pentru orice xe R,
X 0

sa se arate ca f este constanti. Mihai Piticears
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Solugie; Notam F(x)= [ f{t)dt. Atunci x(F(x+1)-F(x))=f(x) deci . ¥xe(0,%). Atunci
{

p(x)= ., p:(0.0)—>R, este derivabila si periodica (cu perioada 1). Din F(x)=xp(x) obtinem

X
fix)=p(x)+xp'(x).
p' are perioada 1; dacd 3x,>0 cu p'(xe)z0. atunci f(Xe+n)=p(Xatn)+H(Xe+n)p (Xetn)=p(Xg) X tnpTao).
vneN. Rezultd lim fix,+n) infinita, contradictie. Deci p(x)=k, ¥ne(0.>). adica {(x)=k, ¥xe(0,2).

n—»w
Cazul xe(—=,0) de trateazi analog; prin continuitate, f(x)=k, ¥xeR.
4. Fie K un corp cu g=p" elemente, cu p prim §i n=2. Pentru acK. arbitrar, se definestc
polinomul f,=X"-X+a. Sa se arate ca:
a) f; divide polinomul f=(X"-X)"(X"X):
b) f, are cel putin p" ' divizori ireductibili in K[X]. neasociati in divizibilitate.
(Se poate folosi rezultatul: orice corp finit este comutativ).
Marian Andronache
n
Solutie: a) Deoarece p-1=0, rezulta (atb)’=a"+b" pentru orice abeK. Cum {X"—X)" (X"
PIH 1 Pr| ) r,n pu ]
X)=X — X XM XE(XT XD XY — XL, rezultd concluzia,
n
b) fi= X" X =1, _ « (X - b). deci f, are p" divizori ireductibili neasociati in divizibilitate
Pentru acK', cum f(aX)=aX"-aX+a=af,(X), este suficient sa verificim proprietatea pentru f;.
Fie g=X"-X. Din a) si din formula de descompunere a lui f, avem f° (f,e"-
2)=(f, [}th b) = thL (f.g —b). Cum grf;=p" si gr(f,.g-b)<p. pentru beK, atunci cel putin p' '

be
dintre polinoamele (f,g—b) cu beK au gradul =1. Cum aceste polinoame sunt relativ prime doud cite
doui si fiecare are in descompunerea sa cel putin un factor ireductibil, rezultd concluzia.

*FkF

PRIMUL TEST DE SELECTIE
PENTRU A 6-A OLIMPIADA BALCANICA DE MATEMATICA
PENTRU JUNIORI
Rm. Vilcea, 21 martie, 2002

4n++4n -1
\/211+I+ A2n -1

1. Pentru orice numar natural n=1, se noteaza f(n)=

16




