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Clasa a XI-a

latia 1. In reperul ortonormat xOy se consideră hiperbola

Г=< М(x, y) RM)1
şi o conică I' disjunctă de l. Notăm cu п(Г,Г') пumărul maxim de perechi de puncte

(А,А')єГХГ' pentru care AA'≤BB', oricare ar fi (B,В') єГхГ. Рentru fiecare рe {0.1,2,41. să
se scrie ecuația unei conice I' pentru care п(Г.Г')=р. Justificați răspunsul.

(Prin conică înțelegem: cerc, elipsă, hiperbolă sau parabolă).

SCI

ultă

tăci

Solutie: Cazul p=0. Fie Γ' o altă hiperbolă având aceleaşi asimptote:

Barbu Berceamu

de exemplu

ere
2

Г M(x, y) ER y 2 Atunci B n. 2 ET" si BE n.

1-

ЕГ, (V) n≥2, iar
4 4 4

BB'= 2
4 4 u

4
em:

disjuncte, rezultă n(F,Г")=0.

llie

Cum BB'0 când no. iar Г şi sunt

2 2

-2

Cazul p=1,2. Fie ГГ₂ cercurile de ecuație x²-x+y2=0, respectiv x²+y²-1=0 şi A(2,0), A (1.0).

B(-2,0), B₁(-1,0). Pentru (M,M,)ГхГ considerăm intersecțiile N,N, lui MM, cu tangentele tt în

A,A dacă xM>0. respectiv au t't' tangentele în B,O dacă xM<0. Obținem AA,≤NN,≤MM cu

egalitate numai dacă (Α,Α₁)=(Β,Β); rezultă n(Γ,Γ)=1. Analog n(Γ,Γ)=2.
sau 2

Cazul p=4. Luâm Г₁ hiperbolele x²+1=0 dreptele y=x+√3 sunt tangente la I şi T în
4

dar 4√3 √3 34√3
A şi A4 iar AA, e perpendiculară pe aceste tangente. Pentru (M,M,)ЕГХГ

3 3 3 3

icât

(cu XM>0, XM >0) avem AA,≤MM, cu egalitate doar pentru (M,M4)=(A,A,). Analog (rotind cu câte

Fie 90°) obținem încă 3 perechi de puncte ce realizează minimul, deci п(Г,Г,)=4.

Şi

2. Se consideră funcția f:R→R care are limită în orice punct real şi nu are nici un punet
extrem local. Să se arate că:

de

a) f este continuă:
y).

b) f este strict monotonă.
rile

ta.
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Soluție: a) Fie XER. Dacă lim f(x)<f(x) atunci Xo este punct de maxim local, dacă unic y

definin

lim f(x)>f(x), atunci xo e punct de minim local, ambele situații contrazicând ipoteza. RămâneOxx A=(-1

lim f(x)=f(xo), aşadar fe continuă.Oxx

b) Presupunem că există a<b cu f(a)=f(b), atunci ar exista un punct de extrem local ce  (a,b), ceea ce nu

se poate deci f(a)+f(b). Rezultă că fe continuă şi injectivă, deci strict monotonă.

3. Fie AeM(C) nenulă.

1. Se

a) Să

b) Să
a) Dacă rang(A)=r<4, să se arate că există U, V∈M(C), inversabile, astfel încât: (Se n

10

UAV-00
xy, X-

unde I, este matricea unitate de ordin r.
Soluți

abeZ
b) Să se demonstreze că dacă A şi A₂ au acelaşi rang k, atunci matricea A, are rangul k.
pentru orice n≥3.

Soluție: a) Fie izj€ {1,....4} şi ae C

b) Fie

invers

este s

M. Andronache. I. Savu

2. Fie
Considerăm matricele P obținute din 1, prin permutarea liniilor i și j; T,(a) obținută din 1 prin
înmulțirea liniei i din I4 cu a şi S(a) obținută din I, prin adunarea la linia j a liniei i înmulțită cu a.
Toate aceste matrice sunt inversabile.

Înmulțind matricea A la stânga cu aceste matrice vom obține transformările: permutarea liniilor i şi j:
înmujulțirea liniei i cu a, respectiv adunarea liniei j cu linia i înmulțítă cu a. Dacă înmultim matricea A

la dreapta cu aceleaşi matrice se vor face aceleaşi transformări asupra coloanelor lui A. Prin
înmulțirea convenabilă la stânga și la dreapta a matricei A cu matricele de mai sus, obtinem forma din

enunt. Matricele U şi V reprezintă produsul matricelor anterioare înmulțite la stânga, respectiv la
dreapta matricei A.

b) Dacă rang(A)=4 atunci det(A)0 rezultă det (A")+0, deci rang(A")=4.

Fie kerang(A)-4; atuneci din  punctul a) avem UAV-) cn U si V inversabile, Cum
0

00 -CD unde ) D-th ). ar A-U CDV rezuta A-EF unde tE' yi
F=D-V, ambele având rangul k.

Din A²=EFEF rezultă rang(FE)2k şi cum rang(FE)≤k, avem rang(FE)=k iar FEM(С).
Atunci FA"E=(FE)""¹ și de aici rezultă rang (FA"E)=k, de unde rezultă rang(A")≥k. Cum rang(A")≤k
rezultă rang(A")=k oricare ar fi n≥3.

4. Fie f:[0,1]→[0,1] continuă şi bijectivă. Să se determine mulțimea:

A={f(x)-f(y)[x,y€[0,1]\Q}

Să se

Solup

Cazu

(121

Cazu

orice

Exist

şi

Aplic
rezul

3. Fi

Radu Gologan

(Se admite cunoscut rezultatul: nu există funcție injectivă definită pe mulțimea mumerelor
iraționale ale unui interval, cu valori în Q).

Soluție: Evident Ac[-1,1]. Cum fe continuă şi injectivă, deci strict monotonă, avem {f(O).

f(1)}={0,1} deci -1,1A. Rezultă Ac(-1,1). Evident 0∈A şi dacă aeA atunci-ae  A. Resupunem f
strict crescătoare şi fie a∈ (0,1). Atunci a=f(b) cu be(0,1). Pentru orice x€(b,1)(R\Q)=E există un
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dacă
unic ye[0,1], astfel încât f(x)-f(y)=a. Dacă yxERQ atunci aeA. Dacă yeQ. pentru orice xel
definim g:E→Q prin g(x)=y şi funcția g fiind injectivă ajungem la o contradicție. Rezultă deciRămâne A=(-1,1).

Clasa a XII-a

a ce nu
1. Se consideră un inel A.

a) Să se arate că mulțimea Z(A)={a€A|ax=xa, pentru orice xEA} este subinel al inelului A.b) Să se arate că, dacă orice subinel comutativ al lui A este corp, atunci A este corp.
(Se numeşte subinel o submulțime BCA care verifică următoarele condiții: x.yeB implicăху, х-уєB şi lB, unde 1 este elementul neutru al înmulțirii din A).

Ion Savuи

igul k.

Savu

prin

Soluție: a) Fie a,beZ(A); (a-b)x=ax-bx=xa-xb=x(a-b), şi (ab)x=axb=x(ab), VxEA, deci a-beZ(A) şiabeZ(A). Cum IEZ(A), rezultă că Z(A) este subinel.
b) Fie aeA-{0} şi BCZ(A) un subinel al lui A. Considerăm D={f)a)|feB[X]}. Se verifică uşor că Deste subinel comutativ al lui A şi atunci rezultă că D este un corp. Cum aeD, rezultă că a esteinversabil. De aici obținem că A este corp.

2. Fie f:[0,1]→R, integrabilă, astfel încât:
a

rişi j:

0< 51
Să se demonstreze că există x₁#X2, X₁,X2€[0,1], astfel încât:ricea A

Prin

ma din

X

ff(x)dx =(x+-X2)2002
ctiv la

Cum

C şi

Radu Gologan

Soluție: Fie F:[0,1]→R, F(x)= f(t)dt.

Cazul 1. Dacă, pentru orice xx2€[0,1], avem [F(x₁)-F(x2)|≥/X-X2]2002 atunci x=1. x0
(12][ f(t)dt |≥12002) dau o soluție.

Cazul 2. Dacă, pentru orice x#x2€[0,1], avem |F(x₁)-F(x2)|S|X₁~x22003 atunci rezultă F derivabila inorice x∈ [0,1] şi F'(x)=0, ceea ce contrazice 0<F(1)-F(0)].Există deci

A")≤k 0≤a<b≤1 cu |F(b)-F(a)>b-a 2002
şi

0≤c<d≤1 cu [F(d)-F(c)]>d-2002
Aplicând Darboux funcției g(t)= |F(y,)-F(x)] = [yr~x2002 cu 0≤x=(1-t)a+tb<y=(1-t)c+td≤1 obținemrezultatul.

3. Fie f:R→R o funcție continuă şi mărginită. Dacă
x+1

x ff(t)dt = f(t)dt, pentru orice xeR.
0

erelor

logan

{f(O).

unem t să se arate că f este constantă.
istă un Mihai Piticari

15


