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Clasa a XI-a

1. In reperul ortonormat xOy se considera hiperbola

hY 2 3 1

——y° =1
4

J I -
si o conica I" disjuncta de I'. Notam cu n(I"I") numarul maxim de perechi de puncte
(A.ANeD'xI" pentru care AA'<BB', oricare ar fi (B,B")e'xI". Pentru fiecare pe [0.1.2.4]. sa
se scrie ecuatia unei conice I'' pentru care n(I".I")=p. Justificati raspunsul.
(Prin conica intelegem: cerc, elipsa. hiperbola sau parabola).

I‘={M(x,y)eR2

Barbu Bereeanu
Solutie:  Cazul p=0. Fie 1" o alta hiperbola avind aceleagi asimptote: de exemplu
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disjuncte, rezulta n(I".I")=0.
Cazul p=1,2. Fie I'\[’, cercurile de ecuatie x’-x+y’=0, respectiv x3+y3~1=0 si A(2.0). A(1.0).
B(-2,0), By(-~1,0). Pentru (M,M,)eI'xI"; consideram intersectiile NN, lui MM, cu tangentele t.t; in
AA dacd x>0, respectiv au Ul tangentele in B,O dacd x,<0. Obtinem AA=NN;=MM, cu
egalitate numai dacd (A,A)=(B.B)): rezultd n(I".I'))=1. Analog n(I",I';)=2.

2
Cazul p=4. Luam Iy hiperbolele x3—~x4—+1=0 dreptele y=xi\f§ sunt tangente la I si Iy io

4\E£

(a3 4B, , .
A : si Ay| —, . iar AA, e perpendiculard pe aceste tangente. Pentru (MM )e I'xIy
3 3 3 3

2
(cu x50, XM4 >0) avem AA,;<MM, cu egalitate doar pentru (M,M,)=(A,A;). Analog (rotind cu cate

907) obtinem inca 3 perechi de puncte ce realizeaza minimul, deci n(I',I";)=4.

2. Se considera functia :R—R care are limitd in orice punct real si nu are nici un punct de
extrem local. Sa se arate ca:

a) f este continud:

b) f este strict monotona.

Milai Piticari




Solutie: a) Fie xoeR. Daca lim f(x)<f(x,) atunci x, este punct de maxim local. daca
X=X
0

fim  f(x)>f(xy). atunci x, ¢ punct de minim local, ambele situatii contrazicand ipoteza. Ramine
X—X
0

lim  f(x)=f(x,). asadar fe continua.
.\'—)N”
b) Presupunem ca exista a<b cu f(a)=f(b), atunci ar exista un punct de extrem local ce(ab), ceea ce nu
se poate deci f(a)=f(b). Rezultd ca fe continud i injectiva, deci strict monotoni.

3. Fie AeM,(C) nenula.
a) Daci rang(A)=r<4, sa se arate ¢a exista U, VeM,(C), inversabile. astfel incat:

I, 0
UAV= .
0 0

unde I, este matricea unitate de ordin r.
b) Si se demonstreze ca daci A si A, au acelasi rang Kk, atunci matricea A, are rangul k.
pentru orice n=3,

M. Andronache, 1. Savu
Solufie: a) Fie izje {1,..4} siaeC".
Consideram matricele P; obtinute din 1, prin permutarea liniilor i §i j; T,(a) obtinuta din |, prin

inmultirea liniei i din 1, cu a si S;(a) obtinuta din I, prin adunarea la linia j a liniei i inmultita cu a.
Toate aceste matrice sunt inversabile,

inmultind matricea A la stanga cu aceste matrice vom obtine transformarile: permutarea liniilor i §i |:
inmujultirea liniei i cu a, respectiv adunarea liniei j cu linia i inmultita cu a. Daca inmultim matricea A
la dreapta cu aceleasi matrice se vor face aceleasi transformiri asupra coloanelor lui A. Prin
inmultirea convenabila la stanga si la dreapta a matricei A cu matricele de mai sus. obtinem forma din
enunt. Matricele U §i V reprezinta produsul matricelor anterioare inmultite la stanga, respectiv la
dreapta matricei A.

b) Daca rang(A)=4 atunci det(A)#0 rezulta det (A")=0, deci rang(A™")=4.

1. 0 ; ; s
Fie k=rang(A)<4; atunci din punctul a) avem UAV=[(; 0] cu U si V inversabile. Cum

I, 0 I, .
(8 o] =C-D unde c( {’)‘J si D=(I,  0), iar A=U"' C:DV"' rezulti A=EF unde E=U'-C si

F=D-V"'. ambele avind rangul k.
Din A*~EFEF rezulta rang(FE)zk si cum rang(FE)<k, avem rang(FE)=k iar FEeM,(C).
Atunci FA"E=(FE)""' si de aici rezulta rang (FA"E)=k, de unde rezulta rang(A")2k. Cum rang(A")<k
rezultd rang(A")=K oricare ar fi n>3.
4. Fie £:{0,1]>[0,1] continua i bijectiva. Sa se determine multimea:
A={(x)-f(y)lxye [0, NQ}.
(Se admite cunoscut rezultatul: nu exista functie injectiva definita pe multimea numerclor
irationale ale unui interval, cu valori in Q).

Radu Gologan
Solutie: Evident Ac[-1.1]. Cum f e continud §i injectivi, deci strict monotond, avem | f(0).
f(1)}={0,1} deci —1,1¢A. Rezulta Ac(~1.1). Evident 0€A si daci acA atunci —acA. Resupunem 1
strict crescitoare si fie ac(0.1). Atunci a=f(b) cu be(0.1). Pentru orice xe(b,DM(R\Q)=E exista un
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unic y,e[0,1], astfel incit f(x)}-fly,)=a. Dacd y,eR\Q atunci acA. Daci v.€Q. pentru orice x|
definim g:E—Q prin g(x)=y, si functia g fiind injectivd ajungem la o contradictie. Rezulta deci
A=(-1,1).

Clasa a X1I-a

L. Se considera un inel A.
a) S se arate ca multimea Z(A)={ae Alax=xa, pentru orice xe A} este subinel al inelului A.
b) Sa se arate ci, daci orice subinel comutativ al lui A este corp, atunci A este corp,
(Se numeste subinel o submultime BCA care verifica urmatoarele conditii: x.yeB implica
Xy, X-y€B si 1B, unde 1 este elementul neutru al inmu Itirii din A).

) Tonr Scv
Solutie: a) Fie abeZ(A); (a-b)x=ax-bx=xa-xb=x(a-b), si (ab)x=axb=x(ab), ¥xe A, deci a-beZ(A) s
abeZ(A). Cum 1eZ(A), rezultd ci Z(A) este subinel.
b) Fie acA—{0} si BcZ(A) un subinel al Tui A. Considerim D={Na)feB[X]!. Se verifica usor ¢ci D
este subinel comutativ al lui A §i atunci rezulta ca D este un corp. Cum aeD. rezulti c¢a a este
inversabil. De aici obtinem ca A este corp.
2. Fie f:[0,1]>R, integrabila, astfel incat:

0< <1.

I
[ f(x)dx
0

Sa se demonstreze ci existi X1#Xa, X1,X2€[0,1], astfel incat:

hz -
FHx)dx =(x—x,)2,
Xl

Radu Gologan
Solutie: Fie F:[0,1]>R, F(x)= If‘{t)dt :
{
Cazul I. Daca, pentru orice Xi#X€[0,1], avem [Fx )-FOQ)ZIx ™, atunci Xi=hooxe=0
(121;{ f(t)dt |21°"") dau o solutie.

Cazul 2. Daca, pentru orice Xi#X2€[0.1], avem [FOc)-F(x2)|<lxi %, atunci rezulta F derivabila in
orice Xe[0,1] si F'(x)=0, ceea ce contrazice O<[F(1)-F(0)].
Exista deci

O<a<b=<l cu [F(b}-F(a)[>|b-a]*?
si

O<c<ds<I cu [F(d)-F(c)>|d—c[**2,
Aplicand Darboux functiei g(1)= [Fly)-F(x)| = fye=x[""" cu O=x=(I-tattb<y,~(1-t)c+td<l obtinem
rezultatul.
3. Fie R—R o functie continui §1 marginita. Daci

X+

X
X [fidt = [ f(t)dt, pentru orice xe R,
X 0

sa se arate ca f este constanti. Mihai Piticears




