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Cazul f(0)=1. Rezulta imediat f2y)=f{y) si f(3x)=f(x), (¥) x.,yeN. Notdnd a=f(1) obtinem f(2)=a.
f(3)=a, f{4)=a, f(5)=f2-1+3:1)=a" f{25']=t:(2‘5+3-5}=f{5]-f(5}=a" §i
f(25)=1(2-2+3-7)=f(2)-f(7)=af(2:2+3-1)=a" adici a’=a’, deci a=0 sau a=1. De aici. ca in primul caz. se

| x=0
obtin functiile fx)=1. (V) xeN si f)=1
0 xeN

Se verifica ugor ci cele 3 funclii gasite au proprietatea din enunt.

Clasa a X-a

L. Fie X.Y.Z.T patru puncte distincte in plan. Spunem ca segmentele [XY] si [ZT] sunt
conectate, daca exista un punct O in plan astfel incat triunghiurile OXY §i OZT si fie
dreptunghice isoscele, cu unghiurile drepte in ©. Fie ABCDEF un hexagon convex in care
atat segmentele [AB] si [CE], cat si segmentele [BD] si [EF] sunt conecrate. Sa se arate ¢i
punctele A,C,D si F sunt varfurile unui paralelogram si ca segmentele [BC] si [AE] sunt
coneclalte.
Bogdan Enescu
Sofutie: Daca triunghiurile OXY si OZT sunt orientate in sens invers trigonometric si X,y.z.l sunt
afixele punctelor X.Y.Z respectiv T, iar m afixul lui O, avem x-m=i(y-m). z-m=i(t-m). Rezulta
X-—i

m(l-i)=x—iy=z-it. Reciproc daca x—iy=z—it, asfixul lui O este m= : y si triunghiurile OXY si OZ7T
=]

vor fi dreptunghice in O, isoscele.

Fie a,b,c.d.e,f afixele varfurilor hexagonului. Avem a-ib=c-ie, b-id=e—if. inmultind a doua egalitate
cu i si adunind-o termen cu termen la prima obtinem atd=c+f, deci ACDF este paralelogram.
inmultind prima egalitate cu i, ea se scrie b-ic=e—ia deci [BC] si [EA] sunt conectate.
Observatie: Definitia conectdrii a doud segmente trebuie si includa si faptul ¢ triunghiurile sunt la
fel orientate. Concluzia din enunt trebuia asadar sa fie [BC] si [EA] sunt conectate. Daca se renunti la
aceastd conditie de orientare afirmatia nu rimane adevarata: hexagonul cu varfurile de afixe a= 1, bi.

=—145i, d=3+5i, e=5+i, =3 ar avea [AB] si [CE] conectate (alegand ca O originea axelor), [BD] si
[EF] ar fi si ele conectate(alegdnd O punctul de afix (3.5+1.5i). dar A.C.D.F nu sunt varfurile unui
paralelogram, iar [BC] si [EA] nu sunt conectate.
2. Sa se determine polinoamele f,g e R[X], stiind ca:

(XPHxH 1)t D)=t ) g(xx+ 1),
oricare ar fi xeR.
Marcel Chirita
Solugie: Presupunem cd polinoamele f i g satisfac relatia din enunt. Deoarece polinomul
(x2+x+l)f(xlvx+[}—(x2—x+l)g(x2+x+l)‘ privit ca polinom in C[X] se anuleazd pentru orice x=R el
este identic nul adicd se anuleaza oricare ar fi xeC. Punind x=c. unde £ —&+1=0 obtinem
2ef(0)=0-g(2e), deci f(0)=0. Punand x=¢, unde &’+e+1=0 obtinem analog g(0)=0. Prin urmare
fX)=X1(X), g(X)=Xg,(X) si egalitatea din enunt devine
f';(xz—x+1}=g|(x3+x+ N, ¥ xeR.
inlocuind x cu —x mai obtinem si
£ 4+ 1 )=g,(.\(3—x-i 1).

Observam ¢ (x+ 1) —(x+1 )+ 1=x"+x-+1 deci
I D=0 D=0 D D= (D 1)+ 1=y (CH3x+3).
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Luand x=1 gasim g,(1)=g,(7). apoi ludnd x=3. g1(7)=gi(21), punidnd x=5, g,(21)=g,(43) etc. deci
£1(x)-g,(1)=0 are o infinitate de radacini, prin urmare gxf} este un polinom constant si egal cu 11,
Rezulta deci fiX)=kX, g(X)=kX unde keR. Evident toate aceste perechi de polinoame satisfac relatia
din enunt.
3. S& se determine numerele reale a.b.c.d.e dihn intervalul [-2.2]. pentru care:
atb+ct+d+e=0
a'+bi+c+d re’=0
a+bHHc+d+e’=10
Titn Andreescu

Solutie: Fie a=2cosx, b=2cosy, c=2c0sz, d=2cost, e=2cosu. :
Folosind formulele uzuale se deduce usor 2cosSx=(2cosx)’~5(2cosx) +5(2cosx)=a’ Sa*+5a. Rezult

deci X2cos5x=Xa’-5Xa’+5Xa=10, adicd Scos5x=35. De aici COSSX=CO8Sy=c0s5z=cosit=cosSu=1 (cici

~I—\/§ —l+\/§

2

cosa=l, (v)aeR), deci a.b.c.d.ec

.2 p. Deducem din £a=0 c¢i unul din numere

_I“\/-; ; '|+\/§ . . : o e S
este 2, doud sunt ———— si douii sunt ———— . Verificam cii solutia gasitd satisface si Xa'=0.
o) )
4. Fie ICR un interval si :I-R o functie cu proprietatea ca:
[f(x) = f(y)|<|x — y], oricare ar fi x.ye/.
Sa se demonstreze ci f este monotoni pe / daca si numai daca, pentru orice X.,ye/, avem:
[ x+v) | i X+y
f(x)sf[ - ’]sf(y) sau t{_\r}sf( - . ]sf{x].

Romeo i

; ML B e T
Solutie: Dacd f este monotond atunci evident pentru x.vel avem 1(,\')51[ }sl(‘w saul
2

~

. X+ : . y st " 5
f'(x}zf[ : ) >f(y). Si presupunem ¢i o functie cu proprictatea din ipotezi nu este monotona. dar

X+Y¥Y - .
- ] e[f(x). fly)]U[f(y), f(x)], (V) x.yel. Existd atunci in | x<v<z astfel incit
=

are proprietatea ci F(

f(x)<fly)>f(z) sau f(x)>f(y)<f(z). Ne ocupdm de cazul f(x)<f(y)>f(z). celalalt tratindu-se analog. Fie

-
: X+z X+2Z ,
teR astfel incat te(f(x), f(y)(f(z), f(y)). Impértim segmentul [x.z] in [\ - }u[ : /J §i

pastram jumitatea care-l contine pe y. Fie [x,,z] Jumitatea pastrata vom avea f(x,), f(z))<t<f(v).
Repetind procedeul de injumatitire anterior se obtine un sir ([x,,z,)] de segmente care au proprietatile

Z-3 zZ—X Z—X
f{xp)<t, f(z,)<t, ye[x,.z,] si Zy—Xy=——— . Vom avea fly)-f(x,)<y—x,< de unde f{y) —t<
)

AN AN

(V) neN de unde fy)<t, in contradictie cu alegerea t>f(y). Contradictia obtinuta termina demonstratia.

8
(4

St

Q

(¢
gl

2,
el




