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Atunci AEA]A”_‘.Au
(AJA"A") este ortocentrul (rjyn
AlA";A"Y, (AJAA™A; este
triunghjul A]A2A3

4 este triedry rridreptunghic cu varful in A", dec A,

ghiuluj AAAY Tn plus A™A,

paralelogram), de unde rezulta imedj
este echilateral,

(proiectia luj Al pe planu
este si medjana in triunghiy|
at ca A3A|:A:AI|4=1{\3A "

. deci

Clasa a IX-g

L Fie a,b.c numere strict pozitive astfel incat ab+be+ca=1, §3 se demonstreze ci:

| | ab be ca
P e = ek A e

Solugie: Trecand termenij ce contin ahc in membruyl stang,

incgalitatea de demonstrat deyine
I-ab |-p¢ l-ca : N
—— 23, sau tindnd cont de conditia din enunt
a+b b+ic o4 a
c@+b) a(b+c) b Cc+a
) )+——-—( )+ ( )=a+b+c2\/§.
a+b b+c Cc+a

Avem {a+b+c)3=a2+bz+cl+2ab+2ac+2bc=az+b3+c3+22ab+ac+bc+2=3 de unde rezult afirmatia.
: T - ; - AM

2. Fie ABC un triunghij dreptunghic in A §1 Me(AB) astfel incat Rd—g =3/3- 4.
nghiului B stiind ¢4 simetricul [uj M fata de mijj

locul segmentyy;
greutate al triunghiulyi -

! cenrul cercifui
Mewrian A nelronachic

Solutie: Notim N simetricul Juj M fa Avem AM - u-AR,

AN = . ACy; Gl = GM +GN .
GA+GB+EE:6prin urmare

@ de mijlocul segmentului [GI).

Dar Eﬁ:(lm)GAmEé, &:(hﬂ)aﬂi&si




GI=(I—uj(_]z_f\.+-a(j‘r_!§+(l—ﬁla+ﬁ‘0_(::(Z—cx—B}a—u(a\—+E}E}+BE}E=

S s vem 51
=(2-2a-P)GA - B - a)GC
(@+b+c)Gl =aGA +bGB+¢GC  de  unde Gj—_2-b GA+—STPRES e
a+b+c at+b+c
a-b = b ] b b ¢
———=2-20-§, =3 _ _ B-ade unde a=—+ . Notand x = — Yy =— avem
a+b+c a+b+c 3 a+b+c a a

o

.
v ] 2=

b § X
Xty=lgi — =
I+ Xx+y 6

|

. Rczoivz‘lng:l sistemul obtinem xX=1/2 deci m(Z£B)=30°.

3. Fie K si n numere naturale nenule, n>2. Si se demonstreze ci ecuatia:
xn_yn=2k

nu are solutii in multimea numerelor naturale nenule.

Romeo llie
Solutie: Aritam intai ca oricare ar fi keN" ecuatia x*-y*=2* ny are solutii in N, Intr-adevar. daca x-
y*=2" cu kx,yeN" atunci Xy =0, x*-y*=2/ unde /5eN". De aici ar rezulta x*=2"(2% /41, y*=2/
'(27'-1). Ar trebui ca numerele 2%+ §i 2%_| &3 fie patrate perfecte, dar aceasa nu se poate ciici nu
existd patrate perfecte cu diferenta 2.
Sé presupunem ci existi valori n>2 astfel ¢j pentru keN" ecuatia x"—y"=2* are solutii in N™. Fie n,~2
cel mai mic cu aceasts proprietate si k, cel mai mic keN' pentru care ecuatia X0 _ y"” = 2F\” are
solutii in N°. Atunci Ny este impar cici in caz contrar, cum ng#4 am avea ne/2>2, jar daci

n n k . 2. ng/2 2. .nyl/2 k e v 5 1
& ¥ % =2"% atunci (xg) ° -(¥p) O =l contrazicand alegerea minimali a luj .
n n

Evident x,,y, pentru care y 0 y * =27 suntde acetasl paritate. Cum ultima egalitate se mai scric
(1] ]

n -2

n -1 .

: k ; : . . A

(Xo-yp) (x Oy x(“ -y +..,+,\-:: '[=2" jar al doilea factor din membrul sting are un

L1 ) i

numar impar (ny) de termeni de aceiasi paritate, acestia trebuie s fie pari, adici x,=2x,, Yo=2y, cu

I'IO 4 | “(.I L -,k(}_”{,\

I |

reducere la absurd am demonstrat asadar afirmatia din enunt.

4. Si se determine functiile f:N—sN cu proprietatea
f(3x+2y)=fx)f(y).

X1,y €N". Dar atunci am avea x - Ceca ce ar contrazice minimalitatea luj Ky. Prin

pentru orice x,yeN,

Gheorghe lurea
Solutie: Si presupunem ci f este o functie cu proprietatea din enunt. Punéind X=v=0 deducem
f(0)=f0)", deci f{0)=0 sau f{0)=1.
Cazul f10)=0. Rezulta imediat ci f(3x)=f(2y)=0, (V) X.yeN. Fie a=f(1), atunci [(5)=f2-1+3-1)=a" si
1‘(25}={(2<5+3-5}=f(5)3=a{ Pe de alta parte ﬂ?5}:f(2-2+3-?]=r’(2)'r{7)=0 deci a=0. Avem asadar
f{OJ:ﬁl}=f(2}=t’(3}=f(4}=—"0. Cum orice numiar natural k>4, k=3x+2y unde X.YeN si x.v<k. prin
inductie, f(k)=0. (V)keN.
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Cazul f(0)=1. Rezulta imediat f2y)=f{y) si f(3x)=f(x), (¥) x.,yeN. Notdnd a=f(1) obtinem f(2)=a.
f(3)=a, f{4)=a, f(5)=f2-1+3:1)=a" f{25']=t:(2‘5+3-5}=f{5]-f(5}=a" §i
f(25)=1(2-2+3-7)=f(2)-f(7)=af(2:2+3-1)=a" adici a’=a’, deci a=0 sau a=1. De aici. ca in primul caz. se

| x=0
obtin functiile fx)=1. (V) xeN si f)=1
0 xeN

Se verifica ugor ci cele 3 funclii gasite au proprietatea din enunt.

Clasa a X-a

L. Fie X.Y.Z.T patru puncte distincte in plan. Spunem ca segmentele [XY] si [ZT] sunt
conectate, daca exista un punct O in plan astfel incat triunghiurile OXY §i OZT si fie
dreptunghice isoscele, cu unghiurile drepte in ©. Fie ABCDEF un hexagon convex in care
atat segmentele [AB] si [CE], cat si segmentele [BD] si [EF] sunt conecrate. Sa se arate ¢i
punctele A,C,D si F sunt varfurile unui paralelogram si ca segmentele [BC] si [AE] sunt
coneclalte.
Bogdan Enescu
Sofutie: Daca triunghiurile OXY si OZT sunt orientate in sens invers trigonometric si X,y.z.l sunt
afixele punctelor X.Y.Z respectiv T, iar m afixul lui O, avem x-m=i(y-m). z-m=i(t-m). Rezulta
X-—i

m(l-i)=x—iy=z-it. Reciproc daca x—iy=z—it, asfixul lui O este m= : y si triunghiurile OXY si OZ7T
=]

vor fi dreptunghice in O, isoscele.

Fie a,b,c.d.e,f afixele varfurilor hexagonului. Avem a-ib=c-ie, b-id=e—if. inmultind a doua egalitate
cu i si adunind-o termen cu termen la prima obtinem atd=c+f, deci ACDF este paralelogram.
inmultind prima egalitate cu i, ea se scrie b-ic=e—ia deci [BC] si [EA] sunt conectate.
Observatie: Definitia conectdrii a doud segmente trebuie si includa si faptul ¢ triunghiurile sunt la
fel orientate. Concluzia din enunt trebuia asadar sa fie [BC] si [EA] sunt conectate. Daca se renunti la
aceastd conditie de orientare afirmatia nu rimane adevarata: hexagonul cu varfurile de afixe a= 1, bi.

=—145i, d=3+5i, e=5+i, =3 ar avea [AB] si [CE] conectate (alegand ca O originea axelor), [BD] si
[EF] ar fi si ele conectate(alegdnd O punctul de afix (3.5+1.5i). dar A.C.D.F nu sunt varfurile unui
paralelogram, iar [BC] si [EA] nu sunt conectate.
2. Sa se determine polinoamele f,g e R[X], stiind ca:

(XPHxH 1)t D)=t ) g(xx+ 1),
oricare ar fi xeR.
Marcel Chirita
Solugie: Presupunem cd polinoamele f i g satisfac relatia din enunt. Deoarece polinomul
(x2+x+l)f(xlvx+[}—(x2—x+l)g(x2+x+l)‘ privit ca polinom in C[X] se anuleazd pentru orice x=R el
este identic nul adicd se anuleaza oricare ar fi xeC. Punind x=c. unde £ —&+1=0 obtinem
2ef(0)=0-g(2e), deci f(0)=0. Punand x=¢, unde &’+e+1=0 obtinem analog g(0)=0. Prin urmare
fX)=X1(X), g(X)=Xg,(X) si egalitatea din enunt devine
f';(xz—x+1}=g|(x3+x+ N, ¥ xeR.
inlocuind x cu —x mai obtinem si
£ 4+ 1 )=g,(.\(3—x-i 1).

Observam ¢ (x+ 1) —(x+1 )+ 1=x"+x-+1 deci
I D=0 D=0 D D= (D 1)+ 1=y (CH3x+3).
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