Clasa g VIII-a
ar

1. Pentry orice numar neN,

122, notam P(n) numiry) perechilor (a,b) de numere natur
nenule astfel incat

ale

b

~ e, 2 e(1.2)si 2 e2.3).
stac a b n

i a) Determina[i P(3).

_ b) Aflati n astfel incat P(n)=2002.
g+ )

Mircea Figny
fﬁﬂi Solutie: Dip nfae(0,1), abe(1,2), b/ne(2.3) deducem 2n<b<a<2b<6n, deci 2n<b<3p, prin urmare b iy
_fi n—1 valorj distincte: 2n+l,2n+2,...,3r}-]. Pentry fiecare b. a ia oricare din valorile b+| . 9p. I, deci b
AN, I valori distincte.
AB] . _ (= 1)5n - 2)
Prin urmare numarul perechijor (a,b) este 2n+(2n+l)+...+(3n—2)=‘-——-———-—-__. de unde p(3)-
il
are 2
nci 213
: =—_3,
nea > |
i P(n)=2002&5(n- J(51-2)=4004 ¢y solutia n=29, [
nde 2. Fiind date Numerele regle ac.d, demonstra;i Ca existd cel mult o functie FRHR astfe] j
nal incat: |
din f(ax+c)+d<._x:_<.f(x+d)+c, pentru orice xeR.
) 1¢

| Solutie: Daci ab.c
; satisficuta de exem
Daci notam y=ax+

Laurentiy Panaitopol ,
4 si f sunt ca in enunt, atunci a=0 (pentru a=Q inegalitatea djn stdnga nu este t[i
plu pentry X=flc)+d-1),

¢, din prima inegalitate obtinem

y ¢ [
fiy)==-qg_ % YyeR,
a a

La fel, din

a doua inegalitate deducem

f(y)zy—d-—c, VyeR

i
; C I c i
dec:y—d—cslhd—-—.‘VyeRc::«y(J~-)—c+-sO VyeR, I
a a a a "”
! op I | ol |
Daca I ——=0 atunci functia liniara h:R-R, h(x)= (I ——-)x “C+— nuare semp constant pe R, '
a a
) I
Deci | — —

fi |
=0, adici a=1 si atuncj
a

Y-d~c<f(y)<x—d-c VyeR, "
de unde deducem ¢ nu existi functij

I
Cu proprietatile ceryte dacid a=], jar daca a=| exisz o singuri

asemenea functie, ER-R, fiy)=y-d-c. !
3. Se considerz trunchj iramidi regulata [ABCA'B'C']. Bazele ABC $t AB'C' au
areutate G, respectjy ' Se dau AB=36, A'B'=|> $1 GG'=35.

' ), (BCA), (CAB") au in comun U punct P, jar planele
punct P', ambele sityate pe GG




b) Calculati lungimea segmentului [PP'].
Solutie: Fie M' mijlocul lui [B'C'] $i M mijlocul lui [BC]. Atunci A'Mc(A'BC).
Consideram trapezul AMM'A'.

£ g M z ) . GM' GM I .
In acest trapez G'G,LAM, iar =——=—. In plus
A'G" AG 2
> AM'  AB’" 1
AM AB 3
L 2
& (] ™ ' fAt —A'M' inals
GP GA 3 AM 2
Daca A'MNGG'={P}, atunci = = )I =2 AP NER
PG GM Lam : 3
>

deci GP=%GG'=2 1.
5

Prin urmare planul (A'BC) intersecteazi [GG'] intr-un punct P astfel incit GP=21.

La fel se arati ci daca (B'CA)N[GG']={P,} atunci GP,=21, deci P=P, i ca (CAB)N[GG']={P]. prin
urmare  (A'BC)N(B'CA)N(C'AB)={P}. Procedind analog obtinem c¢i (AB'C)n(BC'A)M
A(CA'B")={P'} unde P'e[GG'] si G'P'=5.

b) PP'=35-(21+5)=9.

4. Prisma dreaptd [AA2A;...A;A"|ALA" ], neN, n=3, are ca baza un poligon convex. Stiind
cd A AL LALA"Y, AbA LAA ..., A AL LAA", ALA" LA A", demonstrati ca:

a) n=3;

b) prisma este regulata.

Mircea Fianu
Solutie: a) Fie A"; simetricul lui A; fatd de A,. Atunci A;A";ALA'; este paralelogram, deci
A, ALA";||ALAY, de unde deducem cid m(£A AHA";)=90°

Deoarece A, este proiectia lui A’y pe planul (A;AA") §i
m(ZA;ASA";)=90°, masura unghiului A A>A"s este mal
mare de 90°, deci m(£A;A>A5)<90°. Analog se arata ca toate
unghiurile poligonului AjA,. A, sunt ascutite. Cum un
poligon convex cu mai mult de 3 laturi are cel putin un unghi
cu misura >90° (suma unghiurilor interioare unui poligon
convex este 180°(n—2)), deducem cia n=3.

b) Mutam “unghiurile drepte in A'; construind in planul (ABC) punctele: A"; - simetricul lui A5 fata
de As si A", astfel incit [A,A",] sa fie paralel si egal cu [AA].

Atunei

(A|A"31
AA";A
triunghy

1. Fiet

Solutie
1-ab
a+h
clath

at+b
Avem

2. Fie
Si se
Gl ap
mscri
Soluti
AN =
GA +



plus

vt

orin
g

Atunci AEA]A”_‘.Au
(AJA"A") este ortocentrul (rjyn
AlA";A"Y, (AJAA™A; este
triunghjul A]A2A3

4 este triedry rridreptunghic cu varful in A", dec A,

ghiuluj AAAY Tn plus A™A,

paralelogram), de unde rezulta imedj
este echilateral,

(proiectia luj Al pe planu
este si medjana in triunghiy|
at ca A3A|:A:AI|4=1{\3A "

. deci

Clasa a IX-g

L Fie a,b.c numere strict pozitive astfel incat ab+be+ca=1, §3 se demonstreze ci:

| | ab be ca
P e = ek A e

Solugie: Trecand termenij ce contin ahc in membruyl stang,

incgalitatea de demonstrat deyine
I-ab |-p¢ l-ca : N
—— 23, sau tindnd cont de conditia din enunt
a+b b+ic o4 a
c@+b) a(b+c) b Cc+a
) )+——-—( )+ ( )=a+b+c2\/§.
a+b b+c Cc+a

Avem {a+b+c)3=a2+bz+cl+2ab+2ac+2bc=az+b3+c3+22ab+ac+bc+2=3 de unde rezult afirmatia.
: T - ; - AM

2. Fie ABC un triunghij dreptunghic in A §1 Me(AB) astfel incat Rd—g =3/3- 4.
nghiului B stiind ¢4 simetricul [uj M fata de mijj

locul segmentyy;
greutate al triunghiulyi -

! cenrul cercifui
Mewrian A nelronachic

Solutie: Notim N simetricul Juj M fa Avem AM - u-AR,

AN = . ACy; Gl = GM +GN .
GA+GB+EE:6prin urmare

@ de mijlocul segmentului [GI).

Dar Eﬁ:(lm)GAmEé, &:(hﬂ)aﬂi&si




