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1. La o masă circulară de joc sunt 8 jucători. La un moment dat se constată că fiecare jucătorîmpreună cu cei doi vecini ai săi au (împreună) un număr impar de fise câştigătoare.Dovediți că fiecare jucător are cel puțin o fisă câştigătoare.

(***)Soluție: Asociem fiecărui jucător una din literele p sau i, în funcție de paritatea numărului fiselor sale
câştigătoare. Vom demonstra că fiecărui jucător trebuie să-i ataşăm litera i (adică fiecare jucător are
un număr impar de fise câştigătoare), de unde va rezulta concluzia problemei.a

Să presupunem prin reducere la absurd că există cel puțin un jucător cu număr par de fise
câştigătoare. Alegem unul din aceştia, pe care îl vom numi jucătorul 1, iar pe ceilalți îi numerotăm în
sensul acelor de ceasornic. Unul din vecinii jucătorului 1 (de exemplu 2) are litera p, iar celălalt (nr.
are litera i şi putem completa în mod unic (în sensul acelor de ceasornic) şirul de p şi i astfel:

8)

Pentru a respecta regula ca oricare trei vecini să aibă un număr impar de i-uri, mergând în sensul
acelor de ceasornic trebuie ca jucătorul 7 să aibă litera i. Însă atunci jucătorii 7,8 şi 1, vecini şi ei pe
cerc, au împreună un număr par de fise câştigătoare, absurd.2. Demonstrați că orice număr real x pentru care 0<x<1 se scrie ca diferența a două numere
iraționale strict pozitive şi mai mici strict ca 1.

(***)Soluție: Considerăm mai întâi cazul xe(0,1), xEQ. Alegem un număr irațional ae(0, 1-x). Atunci
x+a∈(0,1), ає(0,1), x+a şi a sunt iraționale şi în plus x=(x+a)-a.
Considerăm acum xe(0,1), x¢Q. Numerele
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3. Fie ABCD un trapez. Determinați mulțimea punctelor P interioare trapezului, care satisfac
proprietatea: prin punctul P trec cel puțin două drepte care intersectează bazele trapezului
împărțindu-l, fiecare, în două trapeze de arii egale.
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Soluție: Arătăm că toate dreptele care intersectează
bazele [AB] şi [CD] ale trapezului ABCD şi îi

înjumătățesc aria trec prin mijlocul segmentului [MN].
unde M şi N sunt mijloacele bazelor [DC], [AB]
(respectiv).
Se verifică imediat că dacă QR este o dreaptă care

înjumătățeşte aria trapezului (QEDC, REAB) atunci
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deci MN este o asemenea
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dreaptă, iar dacă QR este o altă dreaptă atunci MQ-RN, deci RNQM este paralelogram, de unde
deducem că RQ trece prin mijlocul lui MN. Deoarece mijlocul lui MN este singurul punet comun al
dreptelor MN şi QR, deducem că există un singur punct P (mijlocul lui MN) cu proprietățile din
enunt.

4. a) Ştiind că triunghiul ABC este echilateral de latură a şi că triunghiul MNP este
determinat de condițiile P∈(AB), M∈(BC), N∈(AC), astfel încât MPLAB, NMLBC
PNLAC, calculați lungimea segmentului [MP].
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b) Demonstrați că, pentru orice triunghi ABC ascuțitunghic, există punctele Pe(AB).
ME(BC), Ne(AC), astfel încât MPLAB, NMLBC şi PNLAC.

Mircea Fianu La fel,
Soluție: a) m(<PMB)=30°, deci m(<PMN)=60°. Analog m(<MPN)=60°, deci triunghiul MPN este
echilateral.

Dacă NC=x atunci AN=a-x, iar AP=x (din congruența AMNP=ANPA). Din triunghiul PAN cu deci y
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unghiul P de măsură 30° deducem a-x=- şi PN= -a
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b) Fie P∈(AB). Perpendiculara în P pe AB intersectează
BC în M₁ şi fie N, intersecția dintre perpendiculara în M

pe BC cu perpendiculara din P pe AС.
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Dacă BNAC={N}, atunci Ne(AC). Paralela prin N la
M₁N; intersectează (CB) în M, iar paralela prin N la PN

intersectează (AB) în P. Triunghiul MNP este triunghiul

căutat. Intr-adevăr, NMLBC şi NPLAC pentru că
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Avem de asemenea: de unde a) De
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deducem MP||M,P1, deci şi MPLAB.
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