Deoarece det(A*+2aA + (d° + L) = det(A + aly + bils)det(A + alz — bil;) = 0 si

L -

_ 3
dct(ﬂj}fﬂ 1_‘] = -% <0, rezulta ca egalitatea g(A) = ~’;—113 este imposibila.
Altd solutie. Deoarece polinomul cu coeficienti reali det(A — x/3) are grad trei, rezultd

»rl

ca el are cel pufin o radicini reala r, deci sistemul omogen AX = rX, X =| x, |, are cel putin
X3

o solutie nebanald S. Presupundnd ca flA) = 05, rezultd {A)-S = fir) - § = 0, in contradictie cu

faptul ca fir) #0 51 S # 0.

b) Dacid det A = 0, atunci A'A* = A*A = 03, deci (A + A%)* = A% + (A%)°. Reciproc,
dacd (A + A% = A” + (A®™ si d = det A # 0, atunci (dA”> + I,)2n = d”A* + I. Prin
eliminarea parantezelor si inmultire cu A obtinem relatia filA%) = Os, unde f(X) = h(X)/ X si
h(X) = (dX + 1)* — d"X* — 1. Pe de alta parte h'(X) = 2nd((dX + D)™ — &'X*"") nu are
raddcini reale, contradictie.

CLASA A XII-A

I. a) Se considera K un corp comutativ §i n un numar natural, n > 2. Si se determine
ZM(K)) = {A € M(K) | AX = XA, pentru orice X € M,(K)} si si se arate ci subinelul
Z(M (K)) este izomorf cu K.

b) Sa se arate ca inele M, (R) si M,(C) nu sunt izomorfe.

Marian Andronache, lon Savu

Solutie:
a) Fie E); matricea din M,(C) ce are 1 pe pozitia (1,i) si O in rest si fie A = (a;) €
Z(M,,(K)) Din AE” = E”A, rezulta ﬂ,‘l == ﬂ”_l = ('{f i+l :...:am =0 $l a) =

ai, ¥ i= 1,n. De aici rezulti ca A = al,, deci ZM(K)) = {al,| a€ K}. Inplus, f:
K — Z (M(K)), fla) = al, este izomorfism de corpuri.

b) Presupunem ca M,(R) = M,(C) si notdm cu f: M,(R) — Mn(C) un izomorfism.
Atunci AZ(M,(R)) = ZM,(C)) si f : Z(M,(R)) - Z(M,(C)) dat de f (A) = fiA)
.este izomorfism de inele. Dar, din a), Z(Mn(R)) este izomorf cu R si Z(Mn(C)) este
izomorf cu C, ceea ce ar conduce la (R+,) = (C,+,-). Daci ¢ : R — C ar fi
izomorfism de corpuri, atunci existi a € R, astfel incit ¢(a) = i. Atunci @a’) = 1,
de unde rezulti a* = 1. Dar in R ecuatia ¢* = 1 are solutiile @ = =1, iar relatiile
@+1) = +1 contrazic Ka) = i.

II. Fie n € N\ {1}, n impar. Si se determine functiile continue f : [0,1] — R astfel

incit
=k C
FrW) ™ ax=%, pentruorice ke (1,2, ....n-1).
n
Titu Andreescu

fof

IL. |

s(x)

esle



120 si

| rezulta
tel putin
dictie cu

leciproc,
. 5. Prin

Ireescy

Solutie: Cu
frayrr ot

=n.

schimbarea de variabila  4/x =1, relatia din

enunt  devine
1 :
dt =— | pentru orice k € {12, ..

n

- - 1}, relatie care este valabila si pentru &

Atunci

i D ) gy =

_ i(_])k-—icj:il (=DA! E(f(r))n-&rk—ldz _ i(__”k—fc::ll _l:_]_i(kl)k-—fck—l -0
k=1 =1 noonig

n-1

[r@o-0mar = Jj:z"'c,f;, VALt = e
=} k=t

Cumn - 1 este par i strict pozitiv, iar f—

Idjq.1) este continua, rezults ca f=Idy,,.
HLFief:R>Ro functie continui cu propriet

atea x(f)2 [ f(r)dr, pentru orice xeR,

o 1 .
a) Sa se arate ci functia g : R* — R, g(x) = —ff(x)dt » €ste crescitoare pe (-eo,()) si
x

pe (0,00);

b) Daci in plus, pentru orice x € R, are loc relatia

[ fydr = [ f(0)dr | s se arate
| ¢ feste constanta.

Mihai Piticari
Solutie: Fie F(x)= [far.

RO d
a) Din conditia xf(x)> [f®dr pentru orice x real, rezults cx X/ (x) ;[,f(t) 8o

X

pentru orice x #0; rezulta [E—(QJ 20, deci g(x)= #(&)
X

este crescitoare pe (-
X

,0) $i pe (0,e0).

b) Din relatia [ f(1)ar = [ f@0dr rezulta Feeel )=F(0)=F(x)-F(x-1)=K(x). Din

aceasta rezultd Fx+ n)-Fx) = nK(x) sau liﬂﬁ{_"'_ﬂ )

=K (x), de unde,
n X+n n

fdcind n — oo, avem K(x) = ¢ pentru orice y & R*. Deci

O constanti reala
Varianta 1. Exista

= ax + h(x). Deoarece F(x)=a+ A pentru orice x € R¥* aplicatia s : R*—R
X
hix)

s(x)=—22 ggte crescitoare pe (0,00) si (-==,0). Daci existi Xo astfel ca h(x,)
X

este identic nuli. Daca h(x) > 0 pentru orice v e R, atunci

( MJ _ () = h(x)

X X

=0, atunci A

20,¥x>0,
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deci /'(x) > 0, de unde / este strict crescitoare pe (0,00), fapt care contrazice periodicitatea lui /.

a . o hi(x : elem
Daca hi(x) < 0 pentru orice x € R, atunci 2'(x) SL pentru orice x < (. Deoarece dinte

X
. h(x) . s i G o neuts
.I,l,lp., . =0, deducem ca pentru orice £> 0, existi x. < 0 astfel incit pentru orice x € (- fnmu
. dedu

oo,x,), h'(x) < & Deoarece h este periodica, rezultd ¢ /i’'(x) < € pentru orice x < 0, deci /'(x) <
0 pentru orice x < 0. Prun urmare h este descrescitoare si periodica, deci /1 este constanti. In
concluzie, f= I este constanta.

Varianta 2. Fie g : R — R datid prin g(x) = [;f(.r)dr —n:f,_;"(r)d.n Cum ceea

v v v t+l ) p SOIU'
glx+)=[ 1f(r)n’r—(.\-+l)j‘}_}’(,\-}d_\‘z [}f{r)dm L 'j(r)dt—.\-ﬂf(r)drm _Ef(f)df =g(x)
rezultd ¢d g este periodica §i fiind continud este marginita. T
S il L . 25
Din lim M—-:O rezulta lim —-L_,f' ()dr = f]f(r)dr.
A=ty y—too y

Cum flx) > L] [f()dr pentru x> 0 i fix) < L [ f()dr pentru x <0, rezultd ca pentru
i x
orice £> 0, exista &, > 0 ai. fix) > ﬂ‘!'(r)dr —€ pentru V x € (J, o) 51 f(x)< ﬂj'(r):h + £,

f)=[ @)

YV x € (-o0, &,). Din periodicitatea lui f rezulta ca

< &, pentru orice x € R i P,c

orice £> 0, deci f(x)= f} f()de , pentru orice x € R. cRel
IV. Daca (G,+) este un grup abelian finit cu n(G) elemente, notim cu i(G) numarul
legilor de compozitie (G.*) pentru care (G.+,%) este inel.
Sa se arate ca:
a) i(Zp)=4
b) (A X B) Z i(A)i(B), unde (A,+) si (B,+) sunt grupuri abeliene finite.
¢) existd doud siruri de grupuri comutative finite (G, )kzl.(Hk )m astfel ncit desc
lim i‘;@ =0 si lim I_"(H*) =00
== i(G,) ke ((H ) gisi
Barbu Berceanu
Solutie:
a) Fie a elementul unitate in (Z12, + , *). Atunci ag,

=150+ . +D)=0#1)+...+Ax1) = x(*1).
'1' -1

Cum ﬁ*i=a(1 #1)=1, rezultd ca 1 si d sunt inversabile si 1#1=4"". Deci
ae U(Zy) si poate fi ales in |U(Zyy)| = 4 moduri. Cum £ = xy<(1*1), legea este complet
determinata.

Asociativitatea rezultd din calcul,

b) Daca (A, +, *), (B, +. A) sunt inele, atunci (A X B, +, ) este inel, unde

(ay.by)o(as,by) =(a, *a,,bjAby) . De aici rezultd ca i(A x B) = i(A)i(B).
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atea lui /1. ¢) Aratam ca i(Z, x Z)) = 6.. Inclul (Z, X Z,, +, -) si corpul (Fy, +, ) au cite 4
elemente, nu sunt izomorfe, dar au grupurile aditive izomorfe. Considerdnd pentru fiecare

Decarece dintre ele cite 2 elemente automorfisme ale grupului aditiv care nu invariazi clementul
_ neutru la inmultire, cu ajutorul transportului de structurd, vom obtine patru operatii de
rice x € (- inmultire diferite de cele initiale. Deci i(Z; x Z,) = 6. Fie Gy = (Za, +)**. Din punctul b)
beci h°(x) < deducem ca .
nstanta. In n(G,) < 4 <(E}
i(Gy) ~ (i(ZxZ,)* \3)

ceea ce probeaza prima parte a afirmatiei c).
e Solutia de la punctul a) cu n in loc de 12 arata ca i(Z,,) = ¢(n).
g=2(x) Fie py al k-lea numar prim §i fic Hy =Z,55. ., - Com i(H) = @2:3- p) = (2-1)(3-1)
... (pk = 1), rezulta ca
"(Hk) - kop;
i(H) i=p,—1

i ca pentru k
Se observi ca «a, =[] I este un sir strict crescator. Pentru n € N¥ fixat, definim
()dr + &, Hl-—
Pi
exe Rsi | P, ca fiind multimea numerelor prime care apar in descompunerea numerelor mai mici sau
| egale cu n si pentru p € P, notdm k, = [log,n]. Dacd m = max{k, | p € P,,}, atunci
o ff o1
i) numarul g =TI 1 f—4 A1,
=1 Pi Pi
T - - - l - = = U,
, In acest produs vom intilni termenul — pentru orice g < n, cici daci g = p'...p/" este
' q
lf ] e a . . - - I
stich mcat descompunerea canonic a lui g cu py, ..., pr € P, §i ry, ..., i < m, factorul —...— se ca

p' p

uz

v . L 1 1 ; .
asi in  expresia []|1+—+..+ by rezulti c¢3, pentru Kk, =max avem
Berceanu i=l P; pi pep,

| I
4, Fld—*. +—inn.
! 2 n

i~ . Deci

e complet

nel, unde

i o B




