CLASA A XI-A

I. Determinati locul geometric al punctelor M din planul unui romb ABCD pentru care
MA - MC + MB - MD = AB.
Ovidiu Pop
Solutie: Alegem un sistem cartezian de coordonate xOy pentru care A(a.0), B(0.b),
C(-a,0), D(0,-b); fie M de coordonatele (x, y). Ecuatia locului geometric este:
\/(.J\'mﬂ_)2 +_v2 '\/(.r+ff)2 + }’2 +\/.r3 +{y'—b): -\/.xl +(y+b)2 =a’+b%.

Din inegalitatea lui Cauchy obtinem

\j(.\‘—a)2 + yl -\/(,\'+ a) + y1 +\/x: +(y -b)® 'J.rz + (y-H')}2 >

2(a—xNa+x)+ yl +x2+ (b=y)b+y)= at kb
Rezulta ca, dacd M apartine locului geometric, atunci (¢ — x)y = y(a + x), adica xy=0.

Daci y = 0, atunci |Jc2 -a® ]+x2 +b% =a® +b? . deci x € [-a, a]. Analog, pentru x = 0,
obtinem y € [-b, b]. Locul este [AC] W [BD].

‘o - X .
II. Fie numerelereale 1 €, <y <asSag, x) <y <x3<xy §iM = {a,-" l jeia © matrice

pitrata de ordinul patru.
Demonstrati ca det(M) > 0.
Marian Andronache, lon Savu

Solutie: Fie M, = (aff ),..J.Em unde k = 2, 3, 4. Vom demonstra, inductiv ca det(M;) > 0.

a; +1 i
Notim b, = ydeci | < by <by<bs.
a,
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Cazilik=2. dat(My) =f" T f=gft®) 5o Ol

- ﬂ;l a;g bl 1 b"‘_.‘“
Cazul k= 3.

il . WRTIE [O.
Reézult} det(M,)=la a2 aP|=a 23" b% bEl=aVCT 2Dl %, %;5).-

a a3t ap by B, b

Fie f: R — R, fix) = D(x,, x5, x). Daca f{x;) = 0, atunci existd doud ridicini ¢,< ¢; ale
a,b! +a,b)' =0

are determinantul pozitiv §i
a,b? + asbst =0
12 20y

derivatei f°. Rezultd ca sistemul omogen {

solutia @, =Inb,

R >0, contradictie. Cum lim f(x) =<, avem ca f{x) > 0, pentru
| , e X—joo

orice x > xa.
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det(M;) > 0.

X3, X3). |

< ¢; ale

}pozitiv §i

0, pentru

Cazul & = 4. Ca maj sys del(M4)=a,"‘“l”-"'"""‘D(.l‘l,xz..t3,.1',,}.

functia g(x) =

D(x),x,, ¥3,X) nu se anuleazi in Xy dar lim g(x) = oo, implica g(x) > 0 pentru x > ;.

IIL Fie f; 8 1 [0,00) — R, f continuj $1 g crescitoare si nemaragj

8initd. Presupunem cj
pentru orice sir (%)uen de numere rationale cu ’{i_{n,_r” =% avem ilﬂ Sx,)g(x,)=1.

Aratati ci lim SX)g(x)=1.

Radu Gologan
Solugie:

a) ¢ crescitoare $1 nemirginits implica lim 8(x) =00 i faptul ca existj My pentry
Ao
care g(x) >0, Yy > M.

b) Exista M > M, astfel ca Sive) este nenegativa: in caz contrar, daca exjsti Yy—deo,
Sfv< 0, atunci existi Z, rational, Y <z, (deci lim In = o9) sj Rz) < 0, ceea ce
contrazice limj(z,,)g(z,,) = 1.

¢) Este suficient s demonstrim cj pentru un sir (y,), Yo > M, lim y, = °9, avem

lim f(y, )8(y,)=1.Fiee>( fixat. Pentru fiecare Yu €Xista doud numere rafionale
T —poo

(]

Xus Ty astfel ca: M < Y <Y< Zpy V=1 < X, (deci lim Y =1m z, = o) si

. - . £
_— £ ] + z
2‘5’;(};")+‘f("fr)<j(."n)< f( u)+

2g(y,)

. De aicj

2 O80T )0, < £ e, < f@)g(r,)+ £

: &

5.f(:,,).tf(:,,)+5.

Alegem n, astfe] ¢4 pentru n > p,: | f(z, )e(z,)-1 [‘:% i I,f'{-l‘,,)g(.r,,)—ll‘: _j_
deunde | - ¢ <Sue) <1 + &, adica If_:la Fey,)=1 ‘h D
IV.Fie A o matrice patrati de ordin 3, cu elemente reale.

a) daci f este un polinom cy coeficienti reali care I
SlA)#0;;

b)  exista un numar natural nenul n astfel fnea (A+ A*)2n = 420 +(A%)®" daca si
numai daci det(A) = 0.

Demonstrati ca:
W are radacinj reale, atunci

Laurentiy Panaitopol

Solufie: a) Dip POteza rezult ci polinomy] dre semn constant; putem presupune f{x) >

/) Wi L i . m
este strict pozitiva. Polinomul g=f-=

2

ai lui g sunt de forma X*4+24x+ a+ b,

0,V xe R, deci valoarea minima y; 4 polinomului

nu are radécini reale, deci factorii ireductibilj peste R




Deoarece det(A*+2aA + (d° + L) = det(A + aly + bils)det(A + alz — bil;) = 0 si

L -

_ 3
dct(ﬂj}fﬂ 1_‘] = -% <0, rezulta ca egalitatea g(A) = ~’;—113 este imposibila.
Altd solutie. Deoarece polinomul cu coeficienti reali det(A — x/3) are grad trei, rezultd

»rl

ca el are cel pufin o radicini reala r, deci sistemul omogen AX = rX, X =| x, |, are cel putin
X3

o solutie nebanald S. Presupundnd ca flA) = 05, rezultd {A)-S = fir) - § = 0, in contradictie cu

faptul ca fir) #0 51 S # 0.

b) Dacid det A = 0, atunci A'A* = A*A = 03, deci (A + A%)* = A% + (A%)°. Reciproc,
dacd (A + A% = A” + (A®™ si d = det A # 0, atunci (dA”> + I,)2n = d”A* + I. Prin
eliminarea parantezelor si inmultire cu A obtinem relatia filA%) = Os, unde f(X) = h(X)/ X si
h(X) = (dX + 1)* — d"X* — 1. Pe de alta parte h'(X) = 2nd((dX + D)™ — &'X*"") nu are
raddcini reale, contradictie.

CLASA A XII-A

I. a) Se considera K un corp comutativ §i n un numar natural, n > 2. Si se determine
ZM(K)) = {A € M(K) | AX = XA, pentru orice X € M,(K)} si si se arate ci subinelul
Z(M (K)) este izomorf cu K.

b) Sa se arate ca inele M, (R) si M,(C) nu sunt izomorfe.

Marian Andronache, lon Savu

Solutie:
a) Fie E); matricea din M,(C) ce are 1 pe pozitia (1,i) si O in rest si fie A = (a;) €
Z(M,,(K)) Din AE” = E”A, rezulta ﬂ,‘l == ﬂ”_l = ('{f i+l :...:am =0 $l a) =

ai, ¥ i= 1,n. De aici rezulti ca A = al,, deci ZM(K)) = {al,| a€ K}. Inplus, f:
K — Z (M(K)), fla) = al, este izomorfism de corpuri.

b) Presupunem ca M,(R) = M,(C) si notdm cu f: M,(R) — Mn(C) un izomorfism.
Atunci AZ(M,(R)) = ZM,(C)) si f : Z(M,(R)) - Z(M,(C)) dat de f (A) = fiA)
.este izomorfism de inele. Dar, din a), Z(Mn(R)) este izomorf cu R si Z(Mn(C)) este
izomorf cu C, ceea ce ar conduce la (R+,) = (C,+,-). Daci ¢ : R — C ar fi
izomorfism de corpuri, atunci existi a € R, astfel incit ¢(a) = i. Atunci @a’) = 1,
de unde rezulti a* = 1. Dar in R ecuatia ¢* = 1 are solutiile @ = =1, iar relatiile
@+1) = +1 contrazic Ka) = i.

II. Fie n € N\ {1}, n impar. Si se determine functiile continue f : [0,1] — R astfel

incit
=k C
FrW) ™ ax=%, pentruorice ke (1,2, ....n-1).
n
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