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Daci JA] = 2 atunci Ai = {j, k), deci A, N A; = [k} siA N A= {j). Rezulta je A, ik e A, fals,
Cazul [A] = 1 duce analog la o contradictie. Construim up tablou cu n linii si coloane in care
elementul de pe linia 7 si coloang Jeste I daca j e Ai§i Odacd j ¢ A. Din proprietatea 2 rezulta ¢
(excluzind diagonala principali ce are numai zerouri) numgn] de 1 este egal cy numarul de

n-—n

J

zerourt. Deci sumg elementelor tabloului este

- Cum suma elementelor pe fiecare 1j nie este

.,
; g . 5 g M=
cel putin 3 (din observatia de g meeput) rezulti cj

Inductie dupi n. Pentry 5 = 7 afirmatia rezulti din a). Presupunem c ; este prietenos si fie A, .. oA
0 familie ¢y proprietatile pentry 5, Pentru 5 + 1 considerdm familia de submultimi A, pentru i =1,
$idu=1{1,2, .. -1}, Se verificd ci satisface cerintele.

IIL. S3 se arate 3 mijloacele inaltimilor unuj triunghi sunt puncte coliniare dacj $i
numai daca triunghiul este dreptunghic.

Dorin Popovici

Solutie; Fie A By, Gy mijloacele laturilor BC, CA, AB si A, 2 A0 mijloacele
maltimilor din A, B, C respectiv. Se observiciA’ e BCsi analoagele. Dacj triunghiul este
dreptunghic (in A), atunci A’ e BiC, B =C, ¢ = B, deci punctele sunt coliniare, Dycj
triunghiul ABC egte ascufitunghic, atunci toate punctele A', B*, C’ sunt pe laturile B,C,,
CiA|, A\B, ale triughiulyi AB\C, deci nu pot 1i colinjare. Dacd ABC este obtuzunghic, atunci
exact unul dintre punctele A "B’ C este pe o latura deci toate trej nu pot fi colinjare.
IV. Fie un plan P. S3 se arate ¢d nu exista functii f: p — p €U proprietatea: oricare ar

fiA,B,CD virfurile unuj patrulater convex. atunciﬂA).ﬂBJ,ﬂC}.ﬂD) sunt virfurile unuj
patrulater concay.

varfurile unuj patn?[ater concav.,

Pentru 4°, B ¢ p- consideram D' ip interiorul AA'B’C". Pentru A4°, B, ¢ g
rezultd ci £’ apartine interiorului A4 'B’C” sau uneia din zonele hasurate 1, 11, 117, in primul
caz, dreapta D’E’ taj doud dj AA'B'C’; fie de exemplu, A'B’ i A’C. Atunci
B’ C, D’ E’, sunt varfurile unui patrulater convex: contradictie.

Daca £’ apartine zonei I, atunci A’, D’ se afla in interiorul AE" B¢ §1 procedim ca §i
in cazul precedent.

CLASA A X-A
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Notand OA = a, OB = b, OC = ¢, cu formula lui Heron gisim ca

1652, = (AB + BC + CA)(~AB + BC + CA)(AB — BC + CA)-(AB + BC — CA) =

Y AB* +23 AB*AC? =Y (a® +b*)* +2Y.(a® +b*)(a® +c?) =4¥ a’b’
Calculdand volumul lui OABC in doud moduri avem:

+ ~
3V = OH S ypc = r(m % sm] deci

r_[ab+bc tea VY a’b?
OH =

2 2 ] [ab+bc+ca ]
=r +1

,./Zazb2 »JZ@ZJJ2
2

ab+bc+ca

Cu inegalitatea C.-B.-S., avem ——==< V3, de unde rezulta inegalitatea din
VX a’h?
enunt, cazul de egalitate fiind atins dacia=b = c.

Mm

I

II. Fie z;, i = 1, ..., 5, numere complexe astfel incit toate au acelasi modul nenul i
5 .l .

2.z; =2.2z; =0. Demonstrati ca z;,

i=1 1

., Zs sunt afixele vérfurilor unui pentagon regulat.

Daniel Jinga
Solutie: Fie P(x)= X +ax +bx* +ex’ +dx+e un polinom avand radécinile z,
k=15.Cum Yz, =0, rezultia = 0. Avem: b= 2.%4i%; =~12-(sz)2-%sz =0.
i<j
Conjugind egalitatile din ipotezd si folosind faptul ca radacinile au acelagi modul,

obtinem ZL = ):Lz = (0. Ca mai inainte de aici rezultdd = ¢ = 0.
Zp 2y

U
In concluzie z;, z,

zs sunt ridicinile ecuatiei zs + ¢ = 0, asadar sunt afixele
varfurilor unui pentagon regulat.

p
IIL. Fie a, b, c afixele varfurilor A, B, C ale unui triunghi cu |a| = |b] = |¢| = 1. Sa se ;

S(A
arate ci daci existd a:[o,%] astfel ncit a+bcosa+csina =0, atunci aria Sipc a

+
triunghiului satisface 1< § ;- < 1+42

mu
2
Gheorghe Iurea
2 : 1 1.
Solutie: Avem 1=|a® |5 beosa+csina |*= (bcosa +csin a{zcosaﬂr—sm a] =
c

i 2 . bz i C2
=cos"a+sin” a+

5 cosasine. Deducem b* + ¢& = 0, adica c¢
c
ZBOC = 90°. Relatia a

= +ib, deci Mi
—(b cos@ + ¢ sin) inseamna cd A se gasegte pe simetricul B'C’
18
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fea din

senul si

il Jinga

modul,

afixele

Y Tol:)

e Iurea

. S se |

trul in O. de raza 1, cu capetele B §i C. Cel mai departat punct al

al arcului de cerc cu cen
tui arc care este situat la distanta

arcului B’C’ de segmentul BC este mijlocul D al aces

1+ —Ji de segmentul BC a carui lungime este V2, deci

(1 + ﬂ]ﬁ

o - 2] 1442
ABC — 2 2 i .
e segmentul BC ale arcului B’C” sunt B’ si C’ (A nu poate

coincide cu acestea) situate la distanta V2, deci S e > )

Cele mai apropiate puncte d
18

IV. Fie A ¢ C o multime finitd cu proprietatea ca z€A implicd Z'€A pentru orice

ne N¥*.
a) Demonstrati ca ) z€Z;
€A
b) Demonstrati ¢i pentru orice k € Z se poate alege o multime A cu proprietatea din
enunt, pentru care .z =K.

€A
Paltin lonescu

Solutie:
a) Dacid z € A atunci z = 0 sau existd n € N* cu 2" = 1. Rezulta ca

A0} = i"JU"& ,unde U, = {z€ C|z=1}.
k=1

Daci notam S(A)=Yz atnci S(U) € (0,1}). Sa  remarcdm ca
EA

U, NU,N.0 UV, =2Um deci cu principiul includerii §i al excluderii, rezulta S(A)E Z.

b) Si presupunem ci pentru k € Z, multimea A= &U"k are S(A) = k. Fie
k=1

P1s D2sees Dg $aSE NUMETE prime distincte care nu divid nici un ny. Ludnd B=U , avem

S(AUB) = S(A) + S(B) — S(AnB) =k + 0 - 1, agadar S(AUB) = k- 1.
Fie acum C = Ur,“,zp3 W) UPlf’aPs il s B Uf’af’sf’s . Oricare doud din cele patru
multimi U de mai sus au intersectia diferita de U,, dar oricare trei au intersectia U,. rezulta:
S(AUC)=8(A)+SU ppyp3) + S(Umms)+S(Umm)+S(Up3pm)—

=SCANL  ppa )= —S(ANU ;0 nUmNpannpm NU

=k+0+0+0+0—1—l—l~l—0—0—0—0—0—0+l+1+1+l+l+l+
Hl+l+l+l-1-1-1-1-1+1=k+2

Asadar daca M = (k€ Z | existd A cu proprietatea din enunt cu S(A) =k}, atunci k €

Mimplicik— 1€ Msik+2€ M, deunde M=Z.

P3PsPe )
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