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S() C [k.oo). Atunei existi un Tn €QNI,—y cu f(x,) = n: luam o vecinatate
alui x, I, = [an, B4] C I,_,, pe care Tlz) 2 lE) 2n

Din ay 7 Br ., ay < O, existi v € M 1., deci f(v) = n ¥n. absurd.
nzi

CLASA A XII-A

Subiectul 1. Functia f, fiind continui pe R, admite o primitiva F. Relatia
data este echivalenta cu

(1) n* (F (.1' +- i) = F(-f‘)) =nf(r)+ 'lj
n 2

pentru orice r € R si orice n € N*,

Prin urmare, f este derivabila §i, derivand in (1), obtinem

(2) n (.f ( + 5) ~ .f(-r'J) = f'(z)

pentru orice r € R §i orice n € N*.

Din (2) rezulta ca f este de doua ori derivabila si are loc relatia
j ' 1 ot
2 (7 (4 3) - 1) = o)

Fie & € R arbitrar, dar fixat. Aplicand teorema lui Lagrange, din relatia (2).
deducem existenta unui punct ¢, = ca(z) € (x,2 + %) cu proprietatea f'(c, ) =
Filz):

Teorema lui Rolle aplicata functiei f’. pe intervalul determinat de i cp.

deci f" este continua

asigura existenta unui punet ¢, din acest interval, cu proprietatea ca
0 LN
(3) 7 (Gn) = 0.

Cum lim (, =z, din continuitatea lui [, folosind (3), vom avea
n—oc

f (z) = lim f"(¢.) =0.
=20
Deoarece x a fost ales arbitrar, rezulti ca fare forma f(z)=ar+b, cua.be R
Prin inlocuire in ecuatia din enuny se gaseste o = 1, b arbitrar.
In concluzie, functiile cautate an forma flry=x+b
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Subiectul 2. a) Daci ¥ = yin Z,,, atunci exista k € Z astfel incat o—y = kn.
Avem
f@) = f(y) = (= = y)yl=.y).
unde q{J, y) este un intreg. Deci f(r) — f(y) este wultiplu de n gi prin urmare
i F(@) = J(y). i fu(@) = ful(@).

b) Vo arata mai mtai ca gradf < 1. 5a presupunem. prin reducere la
absurd, ca grad f = & = 2. Polinomul g(X) = f(X + 1) — f(X) are gradul
F—1. Cam k-1 2 1, exista x € Z astfel incat |g(x)] = 2. Fie n = |g(r)| =
[fte+1) = f(z)]- e o

In inelul Z,, avem f(r f(r)_ deci f,(x+ 1) = [, (7). Ultima relatie
arata ca f, nu este injectiva. dt‘(.l nici surjectiva,

Evident f nu poate fi constant. Fie m € Z7 51 a € Z. astfel mcat. pentrn
orice .+ € L. avem f(r) = mr +a.

Vom arata ca |m| = 1. Intr-adevar, daca [m| 2 2, fanetia fl 0 Zpy = Ly
este constanta. deel nu este surjeetiva.

Se verifica usor ca polinoamele de forma X + a §i =X + «a verifica conditiile
problemei.

| Subiectul 3. Unicul polinom p de grad 1, care satisface relatiile flll flr)de =
f” of (ryda = 1, este p(a) = 6o — 2.
Prin urmare

1 1
[(f{m)—p(w))daf=f )=l =0,
S 0

De aici

1
Apcx) 2) — pla))dz = 0.

Atunci i

1 1 _
< [ (f(x) = pla))* dr = / J@)(f(x) = pla))* de
Jo 0

:ff"’(w)dvv —6[ wf(sc)dar+2[f{w}d.-r—ful.f'z(.r}d.z- =l

In concluzie

1
FHa)dr
)

Subiectul 4. Fie m € N* astfel incat p = dm + 1.
a) Din teorema lui Wilson avem p|(p — 1)! + 1, deci (p — 1) + 1 = 0. in K.
Prin urmare, (dm)! = —1,in K



S
]
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Pe de alta parte, cum 1 = —4m, 2 = —(dm —1),. ... 2m=—2m+1). in K.
avern

—1=(-1 )2”'{lm)2(-1m —1)% . (2m + 1)2,

de unde
—1=[(4m)(4m - 1)-.. (2m + 1 )}2,

in K. Rezulta ci —1 este patrat perfect in .

b) Fie a.b € K* doua elemente care comuta. Atunci

(1) (a + ('}_)2 =a? 4+ b 4 2ab
si
(2) (a — b)? = a2 + b? — 2ab.

Alegem b=2""'. Dacd a € K atunci a i 2! comuta.

Dacda # —27', din (1), deducem a = (a+2"1)2—a?—b* = (a+2" N2 4a? b3,
deoarece —1 este patrat perfect in K.

Daciaa = —27!, atuncia # b. Din (2) avemn a = a®+b%—(a—b)? = a2 +b> 2,
deoarece —1 este patrat perfect in K.

Asadar, orice a € K" se scrie ca suma a trei patrate nenule ale unor elemente
din K.

Observatie: In Zs, 0 nu se poate scrie ca suma a trei patrate perfecte.




