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de unde & = y = z, adica tetraedrul este regulat.
Subiectul 3. Evident a > 1, deci n? = 27 4 logya > 2", de unde rezulta
2logy n > a.

Pentru cealalta inegalitate, avem n? = 2% + log, a < 24 + log,(2log, n). deci
log, (2 log, n)

a > log,(n? —logy(2logy n)) = 2logy n + log, (i - :

n=

" na

T N . log., (2 log., 1) log, (2log, miy "
Ramine de aratat ca log, (l - ‘—”"’-t—;-’u) - _% sau (1 . L.b.l_‘-;) -

i i : . . "N g, (2 log, 1| :
3. Cuinegalitatea lui Bernoulli este suficient sa aratam 1 — 282(2 e B L adica
log, (2 lug., 1)

L

Aceasta inegalitate devine 2 logy n < 27 sau log, n < 2777, care se demon-

<

b=

streaza prin inductie.

Subiectul 4. Fie n,p = 1. Notam App imaginea  planul P, a mnl{imii
X4, dupa proiectia succesiva pe planele Prdpe1y..os By Evident A, p OSTE O
submultime nevida a lui X,,. Cum X, 4,41 se proiecteaza pe plannl 7, mir-o
submultime a lni X, 4, rezulta A1 © A, . Pentru fiecare n obtinem un sir
descrescator de multimi nevide X, DA 24,222 Ay Diee

Cum X, e finita. exista p 2 1 cu proprietatea A, ;. = Ayip. oricare ar fi
k = p. Notam T, aceasta submulgime Aup alui X,,. Pentru p suficient de mare,
Avp=T0 Auiip-1 = Togr, deci T, este proiectia lui 7}, 4 pe planul 7,. Alegem
pi arbitrar in Ty. Exista py in Ty astfel incit p, sa fie proiectia Ini ps pe P,
Construim induetiv girul (,u,,)“;i astfel incat p, € T,,. p,4, € T, 41 si este ales
astlel ca p,, sa fie proiectia lui Pr+1 pe Py, ceea ce voiam sa obtinem.

Daca multimile sunt infinite, consideram planele P, de ccualie = i

multimile X, = {(x.0,n) | r = n}. Se observi ca afirmatia din enunt nn e valabila.

CLASA A XI-A

Subiectul 1. Fie FB. = . o unghiul format de (FBy cu O 51 oy =

2k—1)x

o+ . Atunel By are coordonatele (& 4 tg cos ay, i sinay ).

« 2 . o - ] - . .
Avem 1] sin® ay = p? + 2pty cos ay.. Radacina pozitiva a acestel ecualii oste
oy = —8

T—temny °
n 1 ,

ot 23 1 _»n 1 T C2(k—1)w n
Observam ca ;,Z Tl Py cos (n e S =
= :

Din inegaliatea lui Cauchy rezulti
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"
deci 37 tp 2 np pentru egalitate ar trebui ca by =ty =+ =1t, = r. coea co este
=1
‘:mpc;ihi}. deoarece cercul de centru F §i raza r taie parabola in eel mult doua
puncte.
n 2
Observatie: Se poate demonstra ca Y ty = —2F
k=1

1—cos e’

1 0 0 1 s .
Subiectul 2. Fie 4 = (l} 0) 51 (0 “). Se verifica rang (13) —
rang (BA) = 1.

A 0 B 0
) A 3
Cand n = 2p. alegem Agy = i By, =
0 A 0 B
; Ay, 0O _ By, 0
Cand n = 2p + 1. alegem Agpyr = ( U)! ”), By = ( ”’ “).

b) Presupunem ca rang (XY) > rang (Y X): atunci
(1) rang (XY) — rang (Y X) < rang (XY) < rang (X).

Din inegalitatea lui Sylvester, rang (Y X ) = rang (X) +rang (Y) —n, de nnde
rezulta rang (XY) — rang (Y X) < rang (Y) + n — rang (X)) — rang (), sau

(2) rang (XVY) — rang (Y X) < n — rang (X).

Din (1) si (2) rezulta rang (XY) — rang (Y X) < 4]

Subiectul 3. a) Fie f(x) € Im f, cux € (a.b). Alegem r, QnNla..b,] s
conform ipotezei, f(r) = f(r,). Rezulta Im f = {flro) |z e (a. b))

Dacanotam {r, | z € (a,b)} = {q1,qa. ..., Gn,- . }oatunci Im f={f(q,)}oen-
este cel mult numarabila.

b) Daca f este continua, demonstram ci [ este constanta, Presupunem
prin absurd ca f ia cel putin douna valori diferite pe care le notam A si g, cu
A < p. Functia f are proprietatea lui Darboux. deci [A ] C Im f. Aceasta este
in contradictie cu faptul ca Im f este cel mult numarabila, deci I este tunctie

constanta.
g n 1 =l r=4 (n.p)=1.p>10
Subiectul 4. a) Definim f(r) = P I ! !
L reR\Q.
Se observa ci x = '; este punct de minim local strict pentru ci exista o
vecinatate a lui « care nu contine fractii cu numitor 1,2, . ... P

b) Functia f(;—’) = p are proprietatile cerute.
c) Presupunem ci f are proprietatea (*). Fie Iy = [ap, Jp] un interval nede-
generat si [, = [cu-‘_{)';\.]. k=01 n — 1 un sir descrecator de intervale astfel ca

T ————
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S() C [k.oo). Atunei existi un Tn €QNI,—y cu f(x,) = n: luam o vecinatate
alui x, I, = [an, B4] C I,_,, pe care Tlz) 2 lE) 2n

Din ay 7 Br ., ay < O, existi v € M 1., deci f(v) = n ¥n. absurd.
nzi

CLASA A XII-A

Subiectul 1. Functia f, fiind continui pe R, admite o primitiva F. Relatia
data este echivalenta cu

(1) n* (F (.1' +- i) = F(-f‘)) =nf(r)+ 'lj
n 2

pentru orice r € R si orice n € N*,

Prin urmare, f este derivabila §i, derivand in (1), obtinem

(2) n (.f ( + 5) ~ .f(-r'J) = f'(z)

pentru orice r € R §i orice n € N*.

Din (2) rezulta ca f este de doua ori derivabila si are loc relatia
j ' 1 ot
2 (7 (4 3) - 1) = o)

Fie & € R arbitrar, dar fixat. Aplicand teorema lui Lagrange, din relatia (2).
deducem existenta unui punct ¢, = ca(z) € (x,2 + %) cu proprietatea f'(c, ) =
Filz):

Teorema lui Rolle aplicata functiei f’. pe intervalul determinat de i cp.

deci f" este continua

asigura existenta unui punet ¢, din acest interval, cu proprietatea ca
0 LN
(3) 7 (Gn) = 0.

Cum lim (, =z, din continuitatea lui [, folosind (3), vom avea
n—oc

f (z) = lim f"(¢.) =0.
=20
Deoarece x a fost ales arbitrar, rezulti ca fare forma f(z)=ar+b, cua.be R
Prin inlocuire in ecuatia din enuny se gaseste o = 1, b arbitrar.
In concluzie, functiile cautate an forma flry=x+b




