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Sa aplicam aceasta observatie pentru ¢ = 1; daca z; € B continuam: daca
nu, mwlocuim un y; € By eu r;. Continuam acum cn i = 2, apoi 3, etc. La
fiecare pas, elementul r; gisit va fi diferit de toate celelalte dinainte. Construim
Y = {r, [i=1,....p} Y va intersecta fiecare multime B, (in starea in care a
ajuns) i exact un element, anume ;. Acum, inlocuim inapoi pe r, cu y,. pentrn
a obtine submultimile B; originale; intersectia lui ¥ cu B; va deveni vida daca

y: € Y, san va contine un element si anume y,;, daca y; € Y.

CLASA A X-A

Subiectul 1. Presupunem ca exista z,y € R cu f(z) —a > f(y) — v

Notand p = f(z) —x, ¢ = f(y) — y rezultd ca f(z +np) = r + (n + 1)p,
f(y+ng) =y+(n+1)q, pentru orice n € N. Trebuie ca |f(x + np) — f(y + ng)| <
|t +np—y—ng|, adica |r —y+ (n+1)(p—g)| < |le —y+nlp-q)|.

Pentru n suficient de mare, obtinem z—y+ (n+1)(p—q) < r —y+ nip—q)
adica p < g, o contradictie care ne aratd ca f(z) — :

r,y € R, adica f(z) -z = f(0)-0"= q.

r = f(y) — y. pentru orice

Subiectul 2. Fie ABCD tetraedrul. Este cunoscuté relatia
AB-CD+AC-DB + AD - BC = 0.

Fie a masura unghinlui dintre muchiile opuse. Obtinem
cosa-(£AB-CD+ AC-BD + AD- BC) =0,

cu o anumita alegere a semnelor +, —,

Daca avem cosa # 0, atunci 2AB-CD+AC-BD+ AD-BC = 0, si deducem
ca unul din numerele AB - CD, AC - BD, AD - BC este egal cu suma celorlalte
doua. Aceasta contrazice inegalitatea Ptolemeu.

Prin urmare, cosa = 0, adica muchiile opuse sunt perpendiculare. Se arata
ugor ca in acest caz, AB2+ CD? = AC? + BD? = AD? + BC?.

Cum din ipoteza AB = CD, AC = BD si AD = BC, rezulti ca toate cele
sase muchii au aceeasi lungime, asadar ABCD este regulat.

Solutie alternativa:

Se demonstreaza ca 2|cosa|- AB-CD = |AD* 4+ BC? — AC? — BD?|.

Notand cu z,y, z lungimile muchiilor, obtinem

2 97 _ P =
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de unde & = y = z, adica tetraedrul este regulat.
Subiectul 3. Evident a > 1, deci n? = 27 4 logya > 2", de unde rezulta
2logy n > a.

Pentru cealalta inegalitate, avem n? = 2% + log, a < 24 + log,(2log, n). deci
log, (2 log, n)

a > log,(n? —logy(2logy n)) = 2logy n + log, (i - :

n=

" na

T N . log., (2 log., 1) log, (2log, miy "
Ramine de aratat ca log, (l - ‘—”"’-t—;-’u) - _% sau (1 . L.b.l_‘-;) -

i i : . . "N g, (2 log, 1| :
3. Cuinegalitatea lui Bernoulli este suficient sa aratam 1 — 282(2 e B L adica
log, (2 lug., 1)

L

Aceasta inegalitate devine 2 logy n < 27 sau log, n < 2777, care se demon-

<

b=

streaza prin inductie.

Subiectul 4. Fie n,p = 1. Notam App imaginea  planul P, a mnl{imii
X4, dupa proiectia succesiva pe planele Prdpe1y..os By Evident A, p OSTE O
submultime nevida a lui X,,. Cum X, 4,41 se proiecteaza pe plannl 7, mir-o
submultime a lni X, 4, rezulta A1 © A, . Pentru fiecare n obtinem un sir
descrescator de multimi nevide X, DA 24,222 Ay Diee

Cum X, e finita. exista p 2 1 cu proprietatea A, ;. = Ayip. oricare ar fi
k = p. Notam T, aceasta submulgime Aup alui X,,. Pentru p suficient de mare,
Avp=T0 Auiip-1 = Togr, deci T, este proiectia lui 7}, 4 pe planul 7,. Alegem
pi arbitrar in Ty. Exista py in Ty astfel incit p, sa fie proiectia Ini ps pe P,
Construim induetiv girul (,u,,)“;i astfel incat p, € T,,. p,4, € T, 41 si este ales
astlel ca p,, sa fie proiectia lui Pr+1 pe Py, ceea ce voiam sa obtinem.

Daca multimile sunt infinite, consideram planele P, de ccualie = i

multimile X, = {(x.0,n) | r = n}. Se observi ca afirmatia din enunt nn e valabila.

CLASA A XI-A

Subiectul 1. Fie FB. = . o unghiul format de (FBy cu O 51 oy =

2k—1)x

o+ . Atunel By are coordonatele (& 4 tg cos ay, i sinay ).

« 2 . o - ] - . .
Avem 1] sin® ay = p? + 2pty cos ay.. Radacina pozitiva a acestel ecualii oste
oy = —8

T—temny °
n 1 ,

ot 23 1 _»n 1 T C2(k—1)w n
Observam ca ;,Z Tl Py cos (n e S =
= :

Din inegaliatea lui Cauchy rezulti




