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Să aplicăm această observaţie pentru i = 1; dacă x1 € B continuăm; dacă

nu, înlocuim un y E B₁ cu x1. Continuăm acum cu i = 2, apoi 3, etc. La

fiecare pas, elementul ; găsit va fi diferit de toate celelalte dinainte. Construim

Y = {x i = 1,...,  p} Y va intersecta fiecare mulţime B, (în starea în care a

ajuns) în exact un element, anume x,. Acum, înlocuim înapoi pe r, cu y, pentru

a obţine submulţimile B; originale; intersectia lui Y cu B, va deveni vidă dacă

yiY, sau va conţine un element şi anume y, dacă y; ЄY.

CLASA A X-A

Subiectul 1. Presupunem că există x, y ER cu f(x) -x > f(y)- y.

Notând p = f(x)-x, q = f(y) - y rezultă că f(x+np) = x+ (n +1)p.

f(y+nq) = y+ (n+1)q, pentru orice n € N. Trebuie ca |f (x+np)- f(y + nq) <

x+np-y - nq, adică x- y + (n +1)(p-q) < [x −y + n(p- q)

Pentru n suficient de mare, obţinemx-y+ (n+1)(p-q) <x-y+n(p-q)
adică p< q, o contradicţie care ne arată că f(x) - x = f(y) - y. pentru orice

r, y ER, adică f(x) - x = f(0) -0 not a.

Subiectul 2. Fie ABCD tetraedrul. Este cunoscută relaţia

AB CD+AC · DB + AD BC = 0.

Fie a măsura unghiului dintre muchiile opuse. Obţinem

cos a (±AB CD± AC BD ± AD BC) = 0,

cu o anumită alegere a semnelor +,-.

Dacă avem cos a ≠ 0, atunci ±AB-CD±AC BD±AD BC = 0, şi deducem

că unul din numerele AB CD, AC BD, AD BC este egal cu suma celorlalte

două. Aceasta contrazice inegalitatea Ptolemeu.

Prin urmare, cos a = 0, adică muchiile opuse sunt perpendiculare. Se arată

uşor că în acest caz, AB² + CD² = AC2 + BD2 = AD² + BС2

Cum din ipoteză AB = CD, AC = BD şi AD = BC, rezultă că toate cele

şase muchii au aceeaşi lungime, aşadar ABCD este regulat.

Soluție alternativă:

Se demonstrează că 2| cos a| AB CD = |AD² + BC2 - AC2 - BD²|.

Notând cu x, y, z lungimile muchiilor, obtinem
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de unde a = y = 2, adică tetraedrul este regulat.

Subiectul 3. Evident a > 1, deci n² = 2" + log a > 2", de unde rezultă

2 log2 n > а.

Pentru cealaltă inegalitate, avem n² = 2 + log a < 2" +log (2 log n). deci

a > log2(n² -log2(2log2n)) = 2log2n + log2 (1- log2(210g2!).
l0

Râmâne de arătat că loga (1- log2(210821) > -1 san (1- log2(2 1

. Cu inegalitatea lui Bernoulli este suficient să arătăm 1-1 log2 (2 log > . adica
log2 (2 log)

Această inegalitate devine 2 log2 n < 2%, sau log,n<2 care se demon-

strează prin inductie.

Subiectul 4. Fie n,p 1. Notăm An.p imaginea în planul P, a multimii

X+p. dupa proiecţia succesivă pe planele Pn+p-P. Evident Ap este o

submultime nevidá a lui X,. Cum Xn+p+1 se proiectează pe planul P+p intr-o

submulţime a lui Xn+p rezultá Anpt1 S An.p. Pentru fiecare n obtinem um şir
descrescător de mulţimi nevide X, 2 A,. 2 A22 2 A 2

Cum X, e finită, există p > 1 cu proprietatea A.k = An.p oricare ar fi

k> p. Notăm T, această submulţime Anp a lui Xn. Pentru p suficient de mare.

Anp=Tn An+1p-1= Tn+1, deci T este proiecţia lui T41 pe planul P. Alegem

pi arbitrar in T₁. Există p2 în T2 astfel încât pi să fie proiectia lui p2 pe P.

Construim inductiv şirul (pn)n≥1 astfel încât p,€ T, P+1 € Tn+1 şi este ales
astfel ca p să fie proiecţia lui Pn+1 pe Pn, ceea ce voiam să obţinem.

Dacă mulţimile sunt infinite, considerăm planele P, de ecuație = nşi
mulţimile X = {(, 0,n) x>n}. Se observă că afirmaţia din enunt nu e valabilă.

CLASA A XI-А

Subiectul 1. Fie FB = tk, a unghiul format de (FB₁ cu Or şi o =
(+2(k-1) Atunci Bl are coordonatele (f + tk cosokstasinon).

Avem t sin² ok = p² +2pt cos o. Rădăcina pozitivă a acestei ecuații este

Obervatica (1)k=1 k=1

Din inegaliatea lui Canchy rezultă

(Σ(Σ)Σ


