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din fetele cubului dat. Rezulta ca cele 1001 centre se alla in cele 1000 de cuburi
de latura 3 interioare cubului dat. Atunci dona din centrele cnburilor nuitate se

afla in interiorul sau pe fetele unui cnb de latura 3, de nnde rezultn concuzin,

CLASA A IX-A

Subiectul 1. Cum @ + ylef(a) + yf(y) sir + ylefy) + yfGy) rezulta ca
o+ yle(fly) — fx).

Pentru y = o + 1 obtinem 2e + Ha(f (a0 + 1) — f(e)) 5t o (20 + 1) = 1.
rezulta ca 2o+ 1| f (e + 1) — flr).

In particndar. vezulta ca flr+ 1) = flr) = 20 + 1. Yo = 1.0, deci

9

9
DUEH ) = @) 2 Y 2+ ),
=1 =l

Rezulta ca f(10) > f(1) + 99 > 100 deci f(10) = 100 5i f(1) = 1.

Din f(x+1)— f(r)=2r+1, Vo e1.9, obtinem f(r) = 2

Subiectul 2. Cum ecuatiile 7 + ko +hk=1=0 k=T 0 s 202 + 4o +2 = ().
4 dr + 4 = 0 au proprietatea din enung rezultid ca P(n) = 1.

Daca [ este o functie cu proprietatea din enunt, atunci f(r) = alr Fovp )+
a2) cu ay.az € Z, a, aloy + as). aayas € {1,2.... . n}.

. ] .
In particular. avem oy < —. Obtinemn
IR T

Cum 1+ % + l{ SRR Jlj < /i pentru orice n = 5 (inductie dupa n). iar

P(4) = 5 rezultd ca P(n) < n®.

Subiectul 3. Din asemanarile:

AHMP ~ AHB'N, AHNQ ~AHC'M, AHBC' ~ AHCDB.
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rezulta ca

HP _HM  HQ _HN HB _HC
HN — HB” HAM ~ HC" HC' HB

Deci
HP HQ@
HB ~ HC'

Prin wrmare, segientele [PQ] si [BC] sunt paralele. Deducem ca mijloenl §
al segmentului [PQ] se afla pe dreapta fixa H Ay, unde \; este mijlocul segmentului
[BCT].

Fie acum S un punct al locului si [PQ] segmentul corespunzator. Punctul
corespunzator M este unul din punctele My, M, in care cercul de diametrn [H P)
intersecteaza segmentul [AB]. Dreapta MiH va intersecta segmentul [1C] m
punetnl N b= 1.2, Perpendienlara in Ny, pe dreapta My Ny va inter-ceta pe
CC i pinernl Q. b = 1.2, Conform primei parti a demonstunicl. £2Q || BC.
b= 120 Dar 5i PQ|IBC. deci Q= Q. k = 1.2, Din cole de 1m0 sus rezulta
ca una dintre configuragiile limita corespurnde eaznlai i care coo 00 0 diametru

[H P] este tangent la BCY.

Fic My punenil de tangenta si wy centrul acestui cere.
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Dreptele wy My i HC' sunt paralele, deoarece sunt perpendiculare pe dreapta
BC'. Prin urmare ZwoMoH = /MoHC'. Dar LwgMoH = LwgHM,y. de unde
deducem ca H M)y este bisectoarea interioari a unghiulmi £BHC,

Fie Sy punctul corespunzator acestei configuratii. Locul geometric cernt va
fi segmentul [AySy] situat pe dreapta H A, pozitia limita A, fiind atinsa cand d

coincide cu una dintre inal{imile BB’ sau C'C".

Remarca: Din cele de mai sus rezultd ci atunci cand d se roteste 1 jurul
ortocentrului /7, ramanand in interiorul unghiurilor 7 BH " i LOCHB', punctul
S parcurge segmentul [AySp] dus-intors: dreptelor dy = MyHN, §i dy = My H N,
My, Mz € [BC'] i N1, N2 € [CB'], egal inclinate (izogonale) fata de bisectoarea
interioara H My a unghiului ZBHC’, le corespund aceleasi puncte P si (), deci

acelagi punct S.

Subiectul 4. a) Alegem o partitie a lui X in trei multimi cu trei elemente:
By. Bo, By 51 By o submultime arbitrarda a lui X cu trei elemente. Din principiul
cutiei, o submultime a lui X cu patru elemente va intersecta cel putin una dintre
multimile By, By, By in cel putin 2 elemente.

b) Daca X are pg — ¢ = (p — 1)q elemente, sa alegem p — 1 submultimi B3,
i =1,...,p—1 cu cate ¢ elemente, care si formeze o partitie a lui X §i 3, arbitrara
cu ¢ elemente. Orice submultime Y cu p elemente va intersecta in mod necesar
macar una din multimile B;, i = 1,....p — 1 in cel putin 2 elemente (principiul
cutiei).

¢) Pentru 7 fixat, sa observam ci (J B, contine cel mult (p — 1)q elemente:

J#i

dar X contine pg —q+ 1 = (p — 1)g + 1 elemente, deci exista intotdeauna macar

un element x; disponibil, care nu apartine nici unui Bj, j#1.
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Sa aplicam aceasta observatie pentru ¢ = 1; daca z; € B continuam: daca
nu, mwlocuim un y; € By eu r;. Continuam acum cn i = 2, apoi 3, etc. La
fiecare pas, elementul r; gisit va fi diferit de toate celelalte dinainte. Construim
Y = {r, [i=1,....p} Y va intersecta fiecare multime B, (in starea in care a
ajuns) i exact un element, anume ;. Acum, inlocuim inapoi pe r, cu y,. pentrn
a obtine submultimile B; originale; intersectia lui ¥ cu B; va deveni vida daca

y: € Y, san va contine un element si anume y,;, daca y; € Y.

CLASA A X-A

Subiectul 1. Presupunem ca exista z,y € R cu f(z) —a > f(y) — v

Notand p = f(z) —x, ¢ = f(y) — y rezultd ca f(z +np) = r + (n + 1)p,
f(y+ng) =y+(n+1)q, pentru orice n € N. Trebuie ca |f(x + np) — f(y + ng)| <
|t +np—y—ng|, adica |r —y+ (n+1)(p—g)| < |le —y+nlp-q)|.

Pentru n suficient de mare, obtinem z—y+ (n+1)(p—q) < r —y+ nip—q)
adica p < g, o contradictie care ne aratd ca f(z) — :

r,y € R, adica f(z) -z = f(0)-0"= q.

r = f(y) — y. pentru orice

Subiectul 2. Fie ABCD tetraedrul. Este cunoscuté relatia
AB-CD+AC-DB + AD - BC = 0.

Fie a masura unghinlui dintre muchiile opuse. Obtinem
cosa-(£AB-CD+ AC-BD + AD- BC) =0,

cu o anumita alegere a semnelor +, —,

Daca avem cosa # 0, atunci 2AB-CD+AC-BD+ AD-BC = 0, si deducem
ca unul din numerele AB - CD, AC - BD, AD - BC este egal cu suma celorlalte
doua. Aceasta contrazice inegalitatea Ptolemeu.

Prin urmare, cosa = 0, adica muchiile opuse sunt perpendiculare. Se arata
ugor ca in acest caz, AB2+ CD? = AC? + BD? = AD? + BC?.

Cum din ipoteza AB = CD, AC = BD si AD = BC, rezulti ca toate cele
sase muchii au aceeasi lungime, asadar ABCD este regulat.

Solutie alternativa:

Se demonstreaza ca 2|cosa|- AB-CD = |AD* 4+ BC? — AC? — BD?|.

Notand cu z,y, z lungimile muchiilor, obtinem

2 97 _ P =




