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CLASA A VIII-А

A 55-A OLIMPLADA NATIONALA DF MATEMATICA SOLUTH

Subiectul 1. Din inegalitatea 2(a² +b²) > (a +b)² rezultá 2n³ > n. adică

n < 2. Se constată că n este 0.1 sau 2 deoarece: pentru n = 0. considerăm

a=b=0, pentru n = 1. luăm a = 1, b = 0, iar pentru n = 2, alegem a = b = 2.

Subiectul 2. Solutiile sunt (0,0,0,21002) si (21001 21001 61001 21001)

Intr-adevar, fie (.r.y..f) o solutie. Observám cá dacă a este inpar atunci

a = n ±1 şi a2 dă restul 1 la impărţirea ču 8, deci ecuaţia nu poate avea solutii

in care cel putin o componentă este impară.

Astfel r= 2.. = 2/1. = 2.1 = 2t, unde 0 ≤r51

sunt mumere întregi şi i +yi + i+1i = 22002, Reluand rationamentul precedent

obtinem r = 22. 41 = 242. =252. 1 = 212. unde 0<<< 2 snt

numere intregi si 好++ = 22002

Continuand pe aceeaşi cale rezultă în cele din urmă r = 22001(a. y = 22001.

2= 22001 c. t = 22001 d, unde 0 ≤a <b<c<d sunt mumere întregi şi ² + b² +

?+d² =4. Concluzia anunţată rezultă acum imediat.

Subiectul 3. a) Diagonalele BC' şi DA' se află în planele perpendiculare

pe (ABC) şi paralele care trec prin punctele B şi respectiv D. Diagonalele ('D' şi

AB' se află în planele perpendiculare pe (ABC) şi paralele care trec prin pnetele

C şi respectiv A.
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Ducând printr-un punct oarecare din spaţiu paralele la diagonalele BC'. CD'.

DA' şi respectiv AB' se obtine o piramidă patrulateră regulată care are secţimea

diagonală triunghi dreptunghic isoscel, deci congruent cu "jumátate" din pătratul

de baza.

Rezultă că laterale ale acestei piramide sunt congruente cu muchiile bazei.

Inseamnă cá feţele laterale ale piramidei sunt triunghiuri echilaterale. Rezulta că

m(DA', AB') = 60°

b) Fie B₁Ci proiecţia segmentului B'C' pe planul (ABC) şi D₁ proiectia

punctului D' pe planul (ABC). Atunci

(1) CB AD.

Triunghiurile BCC şi ABC sunt isoscele cu B₁C = CC) și AB = AC. deci

BC+BC = AC.

Fie M € (СВ (В є (СM)) astfel încât BM = B₁C₁ = B'C' si N mijlocul lui

AM. Rezultă că MB'C'B este paralelogram, deci MB' = BC". dar MB' = AМ

(AAMB' echilateral).

În AACM rezultă CN 1 AM, şi din (1) D₁A L AM. Dedncem că dreapta

AM este perpendiculară pe planele (CB'B1) şi respectiv (AD'D₁) deci segmentul
AN va fi congruent cu perpendiculara comună a diagonalelor CB' şi AD' şi AN

BCAM
2

=

Subiectul 4. Împărţim cubul în 123 cuburi de latură . Centrele celor 1001

cuburi unitate se află la o distanţă de cel puţin faţă de fetţele cubului iniţial. Prin

urmare ele nu se pot găsi în interiorul cuburilor de latură ce au o faţă pe una
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din fetele cubului dat. Rezultà că cele 1001 centre se aflà în cele 1000 de cuburi

de latură interioare cubului dat. Atunci două din centrele cuburilor mitate se

află în interiorul sau pe feţele unui cub de latură , de unde rezultă concluzia.

CLASA A IX-A

Subiectul 1. Cum x + y[rf(x) +yf(y) si r + y/rf  (y) +yf(y) rezultă ca

r+yx(f(y)- f(x)).

Pentru y = +1 obţinem 2x + 1[x(f(r+1) -f(.r)) şi cm (2r+1.r) =1.

rezultă că 2 + 1 f(r+1)f(r).

In particular, rezulta cà f(r+1) -f(r) > 2.r +1, V.r € 1.9. deci

(f(r+1)-f(x)) > (2x+1).
r=1

Rezultă cá f(10) > f(1) +99 100 deci f(10) = 100 si f(1) = 1.

Din f(+1) - f(r) = 2x + 1, V.r € T.9, obţinem f(.r) =2.

Subiectul 2. Cum ecuatiile 2+hr+k-1 = 0. k = 2.şi 2r² +4r+2 = 0.

2+4r+1 = 0 au proprietatea din enunt rezultă că P(n) > n.

Dacă f este o funcţie cu proprietatea din enunt, atunci f(.r) = a(r+a1()r+

a2) cu aj.a2 € Z, a, a(α1 + α2), aαjag € {1,2.....n}.

In particular, avem 02 ✓. Obtinem
ao

1 1
1+++

2 3

バ SNSI

Cum 1+++++<√n pentru orice n > 5 (inducție după ). iar

P(4) = 5 rezultă că P(n) <n².

Subiectul 3. Din asemănările:

ΔΗΜΡ~ ΔΗΒ΄Ν, ΔΗΝΟ~ΔΗCΜ, ΔΗBΟ'~ ΔΗCB'.СВ


