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Solutia va fi unicd deoarece daci presupunet Cii oy < v sunt solutii, avem
0= folz) + 71 = falz2) + T2, deci 0 € falz2) — falm) = 11 — T2 < 0,
absurd. -

Asadar,solutia unici 1y =t O

determind, in mod unic functia g, cu gla

CLASA A XII-A

Subiectul 1. Notim f(l) = a, f(i) = b. Cum fz+w) = f(z) + flw)

rezultd cii pentru orice numere r
f(x) = ax, fliy) = by

ationale , Y,

si de aict
+ fliy) = az + by, Yx.,y€ Q.

flo+iy) = f(2)
(Yn)n>1 C Qsunt siruri

iy, cua, Yy € R. Daci (en)nz1s

Fie acum z =
convergente la 1, respectiv ¥, atunci
+ iy‘n}‘ = H [(-I-' - '.1“-“) + iy — Un.)”

\fz +1iy) — flin
N= )\me (y — yn)*

<A@ — ) +ily — Yn

deci nli_l_l:}olf(;f' +iy) — flon + iyn)| = 0.
Cum | f(a+iy)—ax—byl < |f(x+iy)— f(Ent

pentru orice 1 > 1, rezulti ca

i”ﬂ_ﬂ 1 L‘ﬂ \-"7_-’:12 l+ \h\ \.U_' Uarl-.

flz+iy) =ar+ by pentru orice T,y c R

Daciz = 7 + Y, atunci

-+
|

“~

flz) =035

L Z—E_,(”' by (a. by \
+J'——_ji—--— ;'2'5—5;)-?— E—a) |3'I|

Subiectul 2. (a) Fie h € o\ {e}. Existd h, € H astfel incit xher =
yh.,-g;“. dect h = '1;;?;.1{.1"'1-;;)"1 e Hn H* 'y Din ipotezd rezultit ¢d
ety € H.

Invers, daci h € H, atunci yhy ™t = .':t((;:r"‘y)f'r.(‘r*";,:)"1).::"1 ¢ HZT, dec

Hy C HT. Cum ylz=(z -1y~ € H,inmod analog rezulti ¢ H" & HY.
(b) Fie r,y € Gen H® # HVsiz = chx™! = yh.’y"’ e H* N HY. Cum
'y € G\ H, rezultd cih=ua" 1';,::'!."(:1."’"_1})71 € HAHY ¥ = {e},deci z = ¢
Deci H® N HY = {e}.
FieH = {H* |z € G} si functia f:G—-MH, o
f(y) dacd §i numai daci H* = HY, dacit i numat dacii 17
daciy € tH = {zh | h € H}, rezultd ¢d elementele lui &

imagine prin f, deci H are k = m/n elemente.

) = HT. Cum flz) =
ly € H,dact si numai
au, n cite n, aceeasi
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Dyach a1 o Tx sunt elemente ale lui ; astfel incat
H={H" g% . %)
atunci, cum H*+ N H*5 = {e} pentru i # j, rezulta ci
’ HIkIUH’(—h kin—1)+ I:m—ﬂ—}—l
i i It

Remarcid: Grupul S5 al permutdrilor de ordin 3 si subgrupul generat de
transpozitia (12) satisfac conditiile din a,mmgul problemei,

Subiectul 3. Definim functia g : (0, o) — (0. =) prin
| Y (e —
glz) = — \/,‘ (1)dt.
V/T_ S0
Aplicind inegalitatea luj Cauchy, rezulti

de unde rezulti ci ¢ este marginitd. Folosind din nou inegalitatea Cauchy, putem
scrie

I ISEVAIGI (JZ r(tyan)' oz
9(020) = 5 9(x) + T < () + L [ ;
V2 V2r V2 V2z
Cum din ipotezii rezulti imediat Inn f{f) dt = 0, trecand la limite su-
XD T
perioare, avem ‘
1
hm aupg( ) = limsup g(2r) < 7 lim sup g(x)
r—00 V2 2o

de unde
limsupg(r) = lim g(x) = 0.

T—00 I—0g

T—00

Varianta: Fie | = |im / f(t)dt. Pentru orice & > 0, existd 6. > 0, astfel

J
incit [ / flt)dt — EI < 7 pentru orice » > §.. Atunci, pentru un astfel de .,

avem, conform inegalitatii (.dlldw—Butmkowski—.‘;chwarz cil

/\/h(]r‘ /f (l:‘ / rlr_—.:—d/f t)dt

i H— : /f(z (u ;;:.1_-‘—;.

A

A 5¢€

P

incit,

adici
St

22" +1
f=2
cd miy
De
U(A)
Pentru
deci 2!
Fie
€= HP
Re;
echival
Dac
0, de w
ci exist
reducti
deci exi

deci (b"
rezultd ¢
2eU(s

Obti
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Prin urmare, pentru . = d., avem
] o —_—— -
0 — St L - (1)
AN A ;
Vi s 2
rde
Pe de alti parte, deoarece lim — VI dE =0, exista §. > 0, astfel
"] \f“: Jn E
incit, pentru orice 4 > J avem
[ "€ -
—
0= — / v A dE € - (2)
Vo 0 2

Din (1) si (2), prin adunare, obfinem ¢d, pentru orice o > max(d_.4_), avem
$ I |

0 < /'—; \/,{_{{’m & i

\-IJJ.

adicil concluzia,

Subiectul 4. Demonstrim ci (a) implici (b). Deoarece A este corp, rezulti ci
P L pentru orice = € A, deci 2" + | € M. Dacii t € M atunci polinomul
J=Xt—=Xg A[X] are 2" + 1 ridscini in A, deci t =
ciwmin M = 2m 4 1

Demonstrim ci (b) implici (a). Presupunem ci 4 ny este corp. Daci a =
U(A) atunci " = 1. Fie s ordinul Tui a in U7 (A): rezultd i s — 28 cu k g
Pentru & = n rezulti e 4 este corp, fals, deci b < np — 1. Rezulti ci 02" ' = |
' = 2 pentru orice 2 € U7(A)
Fie b € A* \ U(A). Dacj existj P € N"en#? £ Osi B — @ atinia pentru

2" + 1, de unde rezulti

. on-1,
deci r®

¢=bavem ¢® = 0, deci ¢ = 2"+ = ) fals.

Rezultd ca b, b2, . 2" € AN\ {0,1}, deci existi 1 SI<i<2cubl =7,
echivalent cu b(h/ 7 — 1) — (). Obtinem !’J(!}"j. T 1) = P Lop (BT 1)=10

Dacdl j —i > 27! awunej p/ = p2"+1+i-1 _ B deci b (52" 0-i) _ 1) =
U, de unde b(6*" U= _ 1y = 0. cum 27 — U =14) < 2"7%, putem presupune
caexisti 1 < m g a1 ¢y b(b™ — 1) = 0. Deoarece polinomul X" 1 | ege
ireductibil in QX7 si m < on-! rezultd ca (X™ — 1 x2"°' | 1) = 11n Q[X],
[X] cu

deci existi u, 1 &
(X =Yt (X2 4 1) =2,
. P an—1 \ \ e - an—1

deci (0™ — 1)u(b) + (b2 + Le(b) = 2. Prin amplificare cu h(h?" ' — 1)

e e an— | ; » T : " ‘ =

rezultil ca 2p(}* — 1) = 0. Cum caracteristica inelului este impari, obtinem cii
2€ U(A), deci 22" '+1 T, pentru orice & € A*\ {J{ A).

= rpentru orice x € A, deci 27! 4+ | & M. Cum

. ogn—1,
Obtinem ci 1 '
22 41 <can g L, se contrazice minimalitatea luj 2m 4.



