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Soluția va fi unică deoare
ce dacă presupunem Că x₁ < x2 sunt soluții, ave

m

0 = fa(1) + x1 = fa(x2) + 2, deci 0< fa(x2) - fa(x1) = x1- 2 < 0,

absurd.

Aşadar, soluția unică a determină, în mod
 unic funcția g, cu g(a) = x+a.

CLASA A XII-A

Subiectul 1. Notă
m f(1) = a, f(i) = b. Cum f (z +w) = f(z) + f(w),

rezultă că pentru orice numere 
raționale x, y,

şi de aici

f(x) =ax, f(iy) = by

f(x+iy) = f(r) + f(iy) = ax + by, Vr.yEQ

Fie acum = = x + iy, cu x, y € R. Dacă (Tn)n>
1 (yn)n≥1 CQ sunt şiruri

convergente la r, 
respectiv y, atunci

[f(x+iy) -f(*n + iyn)| = \f [(x - xn) + i(y - yn)]

<A(x- n) + i(y - yn)] = A√(x-xn)2+ (y - yn)2,

deci lim [f(x+iy) - f(xn +iyn) = 0.

Cum]f(r+iy)-ax-by| 
<\f(r+iy)−f(xn+iy

n)+ax-In+b Y-Un.

pentru orice n 
> 1, rezultă că

f(x+iy) = ax + by pentru orice ,  yER.

Dacă z = x+ iy, atunci

f(z) =a++= (+)=+(一)
2

Subiectul 2. (a) Fi
e h € H\{e}. Exis

tä h H astfel încât æha
=

yhy, decih = xyh₁(xy)-1€HOH 
y, Din ipoteză rezultă

 că

yEH.

Invers, dacă he H, atunci yhy! = x((xy)h(xy)1) € H, deci

H C Hr. Cum yx= (xy)¹€H,în mod analog rezul
tă că H* СН.

(b) Fie x, y € G cu H* ≠ H4 şi z = xha! = yh'y!€ H H. Cum

yEG\H, rezultă că h = x!yh'(x~y)-€HOH
1y = {e}, deci z = e.

Deci HH' = {e}.

Fie H = {H* |x€G} şi funcția f: G→ H, f(r) = H*. Cum f(r) =

f(y) dacă şi numai dacă H = HV, dacă şi numai da
că ay € H, dacă şi numai

dacă y € xH = {xh|h€ H}, rezultă că elementele lui G
 au, n câte n, aceeaşi

imagine prin f, deci H
 are k = m/n elemente.



22
A 56-A OLIMPIADĂ NAȚIONALĂ DE MATEMATICĂ A 56

Dacă x1, 2.,k sunt elemente ale lui G astfel încât

H= {H, H*2,..., H*k}
atunci, cum HHj = {e} pentru i j, rezultă că

U=U=kn=1)+1=m-+TEG i=1

Remarcă: Grupul S3 al permutărilor de ordin 3 şi subgrupul generat detranspoziția (12) satisfac condițiile din enunțul problemei.
Subiectul 3. Definim funcția g: (0,00) → (0, oc) prin

P

încât.

1

gla) =VTUdt.
Aplicând inegalitatea lui Cauchy, rezultă

g(x)<
(fo f(t) dt)/2

√a

de unde rezultă că g este mărginită. Folosind din nou inegalitatea Cauchy, putemscrie

1
1

√216)x:) + √2x

D

adică

Su

2.2"+1

X=f

că mir

De9(2.r) = (r)+
√F) dt

< (2r f(t) dt) 1/2

U(A)

Cum din ipotezä rezultä imediat lin f00) dt = 0, trecand la imite su-
Pentru

perioare, avem deci a

Fie

c=bP

Re:
de unde

echival

Da

0, de um

că exist

lim sup g(x) = lim sup g(2.r) < lim sup g(c)エー √2 200

lim sup g(x) = lim g(x) = 0.81

Variantă: Fie t = Jimn ft)dt, Pentru orice e > 0, există 6 > 0, astfel
2

Ineit | ()  dt -| <pentru orice r 8e. Atunci, pentru un asfel de zavem, conform inegalității Cauchy-Buniakowski-Schwarz, că

=(x-8) f (t) dt

ireducti

deci exi

deci (b
rezultă c

2 EU(
Obți

227



CA
A 56-A OLIMPIADĂ NAȚIONALĂ DE MATEMATICĂ- SOLUTII

Prin urmare, pentru r > oe, avem

20
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(1

le

1
Pe de alti pate, deoarece im VF dt = 0, există ó. > 0), astfel

încât, pentru orice x > o, avem

(2)

m

Din (1) şi (2), prin adunare, obținem că, pentru orice > max(8,  8),  avem

adică concluzia.

0< fo √I(D) d <ε.
√a

Subiectul 4. Demonstrăm că (a) implică (b). Deoarece A este corp, rezultă că12+1 = r pentru orice z € A, deci 2" +1 € M. Dacă t € M atunci polinomulf =X-X∈ A[X] are 2" + 1 rădăcini în A, deci t > 2" +1, de unde rezultăcă min M = 2" + 1.

Demonstrăm că (b) implică (a). Presupunem că A nu este corp. Dacă a ЄU(A) atunci a²" = 1. Fie s ordinul lui a în U(A); rezultă că s = 2k cu k <n.Pentru k = n rezultă că A este corp, fals, deci k ≤n-1. Rezultă că a²" = 1deci 2:2"-1+1 = a pentru orice x € U(A)
Fie b E AU(A). Dacă există p € N* cu b ≠ 0 şi bP+1 = 0 atunci pentruc= bP avem c2 = 0, deci c = c2"+1 = 0, fals.
Rezultă că b, b2,..., 62" € A\ {0, 1}, deci există 1 ≤i < j <2" cu b =bechivalent cub (b- - 1) = 0. Obținem b (1) = 02" +1-i.B (67-1-1) = 0Dacă j - i > 2-1 atunci l = 82"+1+-1 = 2"++, deci b (62"-()-1) - 1) =0, de unde b(b2"-(j-+) – 1) = 0. Cum 2" – (j – i) < 2"-1, putem presupunecă există 1 <m < 2"-1 cu b(b" - 1) = 0. Deoarece polinomul X2"-12+1 esteireductibil în Q[X] şi m < 2"-1 rezultă că (Xm-1.X2-1 + 1) = 1 îm Q[X].deci există u, v€ Z[X] cu

(Xm -1)u+ (X2"- + 1)e = 2.

1)
deci (bt"- 1)u(b) + (b2"-1 +1)0(b) = 2. Prin amplificare cu b(62"1rezultă că 2b(62"- - 1) = 0. Cum caracteristica inelului este impară, obținem că
2 € U(A), deci +2"-1+1 = a,  pentru orice € A*\U(A).Obținem că 22"-1+1

= x pentru orice a € A, deci 2"-1 +1 € M. Cum2<2-1 +1<2" + 1, se contrazice minimalitatea lui 2n +1.


