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Fira a restringe generalitatea, putem presupune ¢i 3, > ... Atnci

(Br — ﬂrff')”r Zap > “(”] s =G i) Z Y o Y e
zZm—-GA)ar+---+ (Yr-1 — Br-1)ar—1,

si prin urmare f(m) > f(n).

Subiectul 4. (a) Daci existd o solutie raionald w, atunci z = n + {x}, {2}

Ll p<q.n,p.q€Z,cupsigprimeintre ele, si v{x} = k + o, k € Z, deci

i
) 2 n—k
(= (H e Z ) —k= ({-}) + H{J—(} m = np — kq.
7/ 4q q- a.
pn
Pe de altd parte, pentru o = (‘L) + 2 dat fiind ca P §1 g sunt prime intre
4 ‘i'
ele, existi o scriere | = ap — bq, cua, b € Z; atunci
P + mqlap — bq) Py P
= . - = (mn -+ —)— —mb
q- a/q
; 7
si putem lua & = ma + -
q
o 2004 ; B .
(b) Si ariitim ci o = 0052 este de forma ceruti: avem 2004 = —1
: aLLd " b " . ;
(mod 2005), dar —1 = 2* (mod 5) i —1 = 20% (mod 401), deci (2-401+420)% =
822¢ = —1 (mod 2005). Un caleul direct aratd ¢ 8222 = 337 - 2005 — 1, deci
; 822 42 336
2004 = 822% ~ 3362005, si deci o = (- )"~ de und oluiz
j : )05, si deci o 2005, 005" eu eohgmu‘ns utia
. — 336 . 892 4 822
SRR

CLASA A XI-A

Subiectul 1. Daci det(4) = a € Q§i X € M,(Q) cu X¥ = A, atunci
(det(X))* = a, de unde ¥a € Q. Cum k ia o infinitate de valori, rezulti
a€{0,1,—1).

L r 0 ... 0 1 £ O 0

0 F O we O 010 ...0
Alegem A, = [0 0 1 ... Of penru X, = |0 0 1 ... 0f

00 8 s 1 000 ... 1

avem X¥, = A4, deci A, este radicald pentru orice r € Q.
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B e 0 9

0 ... 0 0 _
(b) Considerim B.=1_ . .| cure

O ... 00

Dacd X* = B, atunci X2k Oy, de unde rezulti X" — O, stk < 1. Deci.
ecuatia X* = B, poate avea xnlutn doar pentru & < 1, de unde rezultii cii B3, nu
este radicali pentru orice » ¢ @

1 !_)
; : 0 (5 () ) o )
Fie (' = ) ) . ) CU 7y, 1oy ...y, rationale distincte $1 Cu pro-
0 0 i
ry 0 ()
_ 0 0
dusul 1. Daci X* = ¢ atunci CX = X, de unde X — )
0 e
Rezulti ,rrf = g :fj = T'n, C€CA Ce este posibil doar pentru un numir finit de

valori ale lui k.

Subiectul 2. (a) ) Presupunem, prin reducere |a absurd, cil existi a € (0. 1)
astfel Tncat functia f, si fie nesurjectivii.  Atunci existi Yo & (0, 1) astfel incat
fa)# gy, Vae (e, 1).

Dar functia continui [ are proprietatea Iui Darboux pe intervalul (a, 1)
Rezulta:

L fla)<y <1 Vo € (a,1)

Sl
2 [lz) = oy s0.%5 € (a,1).

Pe de altd parte, conform teoremei lui Weierstrass, existi T, r2 € [0, a] astfel
incat:
0< flr) < J(@) < flag) <1, vare 0. al.
Deducem ci, in ambele cazuri (1. sau 2.), f nu este surjectivi; contrs wdictie.
(b) Un exemplu de functie care satisface Ipoteza:

o o o
_,('(IJ }' = —([ 4 rsin ]—_—}). T e [U f}

2
Subiectul 3. (d}Dt[(f!U nu depinde de enumer: area Ay, A, .. y A, deoarece
orice altd enumerare 4 submultimilor nevide ale multimii {1,2 u} este de
forma . Ao(1), Ay R Ay (m). unde o este O permutare a mul{mm { ....... m},

$1 prin urmare determinantu] asociat este det(q la(i)a(y)) = det tas; ).

\
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(b) Vom considera enumerarca Ayrilions ways A, pentru care
:—>_‘)“_1 1= L P oy
acA;
Dacii i +j > m, atunci A;NA; # @, deci ay; = s jar dacd i+ J = m, atunci
A; st Aj sunt complementare, dLCl a;; = 0. Prin urmare, determinantul este de
forma
* * e w0 1
£ 0 1 1
A = . . - . -
¥ 0 - 1 1 1
61 - 1 11
11 -~ 1 1 1
Scizind ultima linie din fiecare dintre liniile precedente, determinantul devine
# E R * =1 0
* R 0 0
A= = (_1)(”:—1){;”-—2){‘3 N
* =1 . 0o 00
-1 0 e 0 0 0
1 L 1 11

Subiectul 4. (a) Fie a; < as < r < a < aj. Din convexitate rezultd

flaz) — flar) & ﬂr;.} - f(x) - flaz) — j(rr)

ay — ay h a—r h a3 — @
deci
(I o I)j{a-‘) o f(Ul) g ;‘(U) o f(d‘) < (“ - J.‘)'! ((-"'3) o .lr( (“I')‘
as — ay az —a
de unde lim f(x (a). Analog lim f(z) = f(a)
el T>a
(b) Ceea ce se cere este echivalent cu faptul ca f(a + r)— f(x) = —x, ca

ecuatie in z, admite o solutie unici g(a) pentru orice a = 0

Sidefinim f,(x) = f(a+x)— f(x) pentru a > (); f fiind convexd, rezultd ca
f, este monoton crescitoare. Consideram mtu\«d]ul [=|fa(0)], ] fa(0)]] si functia
fa + id. Atunci

fu(_UIH(U)D i (_|fr!{0)l =z u U) Ha U | (]

fa(Fa(0)]) + 1£(0)] = fa(0) + |fa(0)] >

Cum [, + id este continud, ea se¢ anuleazi in cel putin un punct x,.
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A 56-A OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA — SOLUTI! 2

Solutia va fi unicd deoarece daci presupunet Cii oy < v sunt solutii, avem
0= folz) + 71 = falz2) + T2, deci 0 € falz2) — falm) = 11 — T2 < 0,
absurd. -

Asadar,solutia unici 1y =t O

determind, in mod unic functia g, cu gla

CLASA A XII-A

Subiectul 1. Notim f(l) = a, f(i) = b. Cum fz+w) = f(z) + flw)

rezultd cii pentru orice numere r
f(x) = ax, fliy) = by

ationale , Y,

si de aict
+ fliy) = az + by, Yx.,y€ Q.

flo+iy) = f(2)
(Yn)n>1 C Qsunt siruri

iy, cua, Yy € R. Daci (en)nz1s

Fie acum z =
convergente la 1, respectiv ¥, atunci
+ iy‘n}‘ = H [(-I-' - '.1“-“) + iy — Un.)”

\fz +1iy) — flin
N= )\me (y — yn)*

<A@ — ) +ily — Yn

deci nli_l_l:}olf(;f' +iy) — flon + iyn)| = 0.
Cum | f(a+iy)—ax—byl < |f(x+iy)— f(Ent

pentru orice 1 > 1, rezulti ca

i”ﬂ_ﬂ 1 L‘ﬂ \-"7_-’:12 l+ \h\ \.U_' Uarl-.

flz+iy) =ar+ by pentru orice T,y c R

Daciz = 7 + Y, atunci

-+
|

“~

flz) =035

L Z—E_,(”' by (a. by \
+J'——_ji—--— ;'2'5—5;)-?— E—a) |3'I|

Subiectul 2. (a) Fie h € o\ {e}. Existd h, € H astfel incit xher =
yh.,-g;“. dect h = '1;;?;.1{.1"'1-;;)"1 e Hn H* 'y Din ipotezd rezultit ¢d
ety € H.

Invers, daci h € H, atunci yhy ™t = .':t((;:r"‘y)f'r.(‘r*";,:)"1).::"1 ¢ HZT, dec

Hy C HT. Cum ylz=(z -1y~ € H,inmod analog rezulti ¢ H" & HY.
(b) Fie r,y € Gen H® # HVsiz = chx™! = yh.’y"’ e H* N HY. Cum
'y € G\ H, rezultd cih=ua" 1';,::'!."(:1."’"_1})71 € HAHY ¥ = {e},deci z = ¢
Deci H® N HY = {e}.
FieH = {H* |z € G} si functia f:G—-MH, o
f(y) dacd §i numai daci H* = HY, dacit i numat dacii 17
daciy € tH = {zh | h € H}, rezultd ¢d elementele lui &

imagine prin f, deci H are k = m/n elemente.

) = HT. Cum flz) =
ly € H,dact si numai
au, n cite n, aceeasi




