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pentru orice k& > 2. Din inegalitatca Cauchy obtinem:
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CLASA A X-A

Subiectul 1. Fie 2,(t) = x,(t) + iy, (t) §i = = cost + isint. Putem scrie
T
2n() = 3 k(n — k)2", iar problema cere sil aridtam ci zn(t) = 0 dacid i numai

k=1
daca are loc egalitatea din enunt.

Fie t € R\ 7 - Z astfel incdt z,,(t) = 0. Atunci

I

n
Sy = ZL:Z:A'_l =nS; =n z kzF1,
k=1

k=1

Fie S = 1 + z + --- + 2" 1. Deoarece (1 — z)Sa = 251 — So — n2z" si
(1 - 2)S; = Sy — nz", relatia de mai sus ne conduce la: 251 — Sp = nSp.
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Aceasta ultimy egalitate se transformy -

BB g, e e N =(n- 1)(1 42,

Rescriind wtima relatie ¢y - sub  formgj

m’gonometricﬁ, obtinem:
nt ¢ (=1 , nt
(n — 1) cos 5 sin 5 = sin L—;——( sau echivaleng tg il ‘38".-;-

Subiectul 2, Intr-un plan oarecare considerim unghiul LxQy congruent ¢
unghiurile LA ln. dar P€ semidreapta (), Segmentul [0y
latura poligonulyj Ayl A,,. Pentry fiecare indjce G=1. 9.
punctul ¥; pe Semidreapla Oy, astfel incit AY,0X = &V‘fii-fl,_—“ (Apy = Ay,
Este suficien; Sa demonstrim Cd toate punciee Y; coincid, Si Presupunem
contrariu].  Fje ¥, cel m

1
at apropiay punct de X g; Y, cel maj indepariar punct
de X

o2 It considerim

fnlruc:’il ol = Vo= O n+41, Y oy = Y3 rezulti ci
i X — }';,ﬁle' = ](‘)}";J - I()}’}‘,I = }-},}'}f b {}';;X - }';,XI'_.

in contradictie ¢y faptul ¢

I)";’,X -hX|= max{jy,x — Y;X): Lhi=12 . .

Subiectul 3, (a) Pentru orjce funcgie £ . py¢ _,
fW=o, g

F(m?) = 2f(m), de unde prin iterare f(

N cu Proprietatea din enung
k€ N*. Prip urmare

k) = kf(m) oricare ar fi
T = 1350) = )53 Ji@ha,
deci [ ny poate fi injectjyy.

(b) Este clar cd f este determinag de

valorile  szle Pe mulfimey
{P1,ps,. ... P} a tuturor numerelor prime din mulfimeg {1,2,....;{'} $iocd
f(1) =o.
Fie o, q, 42, -, ag numere intregi astfe] incit
> log}.{,I A+ log, &+ ... +log,, &,

ar 2 1siaq; > afa) + ... 4 A1), i = i, 8 Definim fp) = Ui =

| R S. Deci dacg 1 — p'jj!pfg---p,’:\jﬁ eSte un element gip, s T vRY,
aunci f(m) = Shap + Baay + ... + Fiay,

om ariita in continuare ¢ functia f

astfel definjti este injectivi, Fie mo=
pf’pg” e v e Sl e plal.. e dou

i'
d elemente distincte dip {1,2 ... k) s
"=max{t | g, # W}
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Fira a restringe generalitatea, putem presupune ¢i 3, > ... Atnci

(Br — ﬂrff')”r Zap > “(”] s =G i) Z Y o Y e
zZm—-GA)ar+---+ (Yr-1 — Br-1)ar—1,

si prin urmare f(m) > f(n).

Subiectul 4. (a) Daci existd o solutie raionald w, atunci z = n + {x}, {2}

Ll p<q.n,p.q€Z,cupsigprimeintre ele, si v{x} = k + o, k € Z, deci

i
) 2 n—k
(= (H e Z ) —k= ({-}) + H{J—(} m = np — kq.
7/ 4q q- a.
pn
Pe de altd parte, pentru o = (‘L) + 2 dat fiind ca P §1 g sunt prime intre
4 ‘i'
ele, existi o scriere | = ap — bq, cua, b € Z; atunci
P + mqlap — bq) Py P
= . - = (mn -+ —)— —mb
q- a/q
; 7
si putem lua & = ma + -
q
o 2004 ; B .
(b) Si ariitim ci o = 0052 este de forma ceruti: avem 2004 = —1
: aLLd " b " . ;
(mod 2005), dar —1 = 2* (mod 5) i —1 = 20% (mod 401), deci (2-401+420)% =
822¢ = —1 (mod 2005). Un caleul direct aratd ¢ 8222 = 337 - 2005 — 1, deci
; 822 42 336
2004 = 822% ~ 3362005, si deci o = (- )"~ de und oluiz
j : )05, si deci o 2005, 005" eu eohgmu‘ns utia
. — 336 . 892 4 822
SRR

CLASA A XI-A

Subiectul 1. Daci det(4) = a € Q§i X € M,(Q) cu X¥ = A, atunci
(det(X))* = a, de unde ¥a € Q. Cum k ia o infinitate de valori, rezulti
a€{0,1,—1).

L r 0 ... 0 1 £ O 0

0 F O we O 010 ...0
Alegem A, = [0 0 1 ... Of penru X, = |0 0 1 ... 0f

00 8 s 1 000 ... 1

avem X¥, = A4, deci A, este radicald pentru orice r € Q.
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