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Subiectul 2. Să se determine funcţiile f : R → R pentru care

x(f(x + 1) − f(x)) = f(x),

oricare ar fi x ∈ R şi
|f(x) − f(y)| � |x − y| ,

oricare ar fi x, y ∈ R.

Mihai Piticari, Câmpulung

Subiectul 3. Să se arate că pentru orice n natural nenul există un singur
numar natural divizibil cu 5n care ı̂n baza 10 se scrie cu n cifre din mulţimea
{1, 2, 3, 4, 5} .

Vasile Pop, Cluj, şi Szász Robert, Tg. Mureş

Subiectul 4. Fie x1, x2, . . . , xn numere strict pozitive. Să se arate că
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Bogdan Enescu, Buzău

CLASA A X-A

Subiectul 1. Fie n un număr natural, n � 2. Pentru fiecare t ∈ R, t �=
kπ, k ∈ Z, se consideră numerele

xn(t) =
n∑

k=1

k(n − k) cos(tk) şi yn(t) =
n∑

k=1

k(n − k) sin(tk).

Arătaţi că xn(t) = yn(t) = 0 dacă şi numai dacă
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Constantin Buşe, Timişoara

Subiectul 2. Baza A1A2 · · ·An a piramidei V A1A2 · · ·An este un poligon
regulat. Arătaţi că dacă

∠V A1A2 ≡ ∠V A2A3 ≡ · · · ≡ ∠V An−1An ≡ ∠V AnA1 ,

atunci piramida este regulată.

* * *
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Subiectul 3. (a) Să se arate că nu există funcţii injective f : N∗ → N astfel
ı̂ncât f(mn) = f(m) + f(n) pentru orice m,n ∈ N∗.

(b) Să se arate că pentru orice număr natural nenul k, există funcţii injective
f : {1, 2, . . . , k} → N pentru care f(mn) = f(m) + f(n) pentru orice m,n ∈
{1, 2, . . . , k} cu mn � k.

Mihai Bălună, Bucureşti

Subiectul 4. Pentru α ∈ (0, 1) se consideră ecuaţia {x{x}} = α.
(a) Să se arate că ecuaţia are soluţii raţionale, dacă şi numai dacă există

m, p, q ∈ Z, 0 < p < q, p şi q prime ı̂ntre ele, astfel ı̂ncât α =
(p

q

)2 + m
q .

(b) Să se găsească o soluţie a ecuaţiei pentru α = 2004
20052 .

CLASA A XI-A

Subiectul 1. Fie n � 2 un număr natural fixat. Vom numi o matrice A ∈
Mn(Q) radicală dacă există o infinitate de numere naturale k, astfel ı̂ncât ecuaţia
Xk = A să aibă soluţii ı̂n Mn(Q).

(a) Demonstraţi că dacă A este o matrice radicală atunci detA ∈ {−1, 0, 1}
şi că există o infinitate de matrice radicale care au determinantul 1.

b) Demonstraţi că există o infinitate de matrice care nu sunt radicale şi au
determinantul 0, precum şi o infinitate de matrice care nu sunt radicale şi au de-
terminantul 1.

Prelucrare după Gabriel Dospinescu

Subiectul 2. Fie f : [0, 1) → (0, 1) o funcţie continuă şi surjectivă.
(a) Demonstraţi că, pentru oricare a ∈ (0, 1), funcţia fa : (a, 1) → (0, 1),

definită prin fa(x) = f(x), pentru orice x ∈ (a, 1), este surjectivă.
(b) Daţi un exemplu de astfel de funcţie.

Eugen Păltănea, Braşov

Subiectul 3. Fie X1, X2, · · · , Xm o numerotare a celor m = 2n−1 submulţimi
nevide ale mulţimii {1, 2, · · · , n}, n � 2. Considerăm matricea (aij)1�i,j�m,
unde aij = 0, dacă Xi∩Xj = ∅, şi aij = 1, ı̂n caz contrar. Demonstraţi că deter-
minantul d al acestei matrice nu depinde de felul ı̂n care s-a efectuat numerotarea
şi calculaţi d.

* * *

Subiectul 4. Fie f : R → R o funcţie convexă.


