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(b) Aplicand (a) obtinem
a s 2a? + 202 +ab +be + ed + da
T T L "“> - _i___J____
b+2c+d " g+ 2a+ b (a+b+ec4 d)?
Si
) d ’h ’u’ + ab b+ br —}—(r! + da
Tt ———— 5
CH+2d +a a+ 26+ ¢ 7 ( !J 1+ ¢ + rf_,l“

« 5 b C o

— — — =
b+ 2¢ + d c |'— 2 +a 4+ 2a {— r"} a+2h+ ¢
la+b4ea nr') + (@2 + b2 4 Ctd? Ogn 2bd)

{1-{-})—0-(—1-(”

Obtinem

5 En_—f c)2 + (b — d)?

— >
(@+bte+d?2 ~
CLASA A IX-A

Subiectul 1. Fie m,n > 0 astfel ca IC + mid = i §i H? FnlB = {T

Cum {E} = BonaAp. CXistd a, b € R astfe] ca

[E = alC +(1—-a)IB = bID + (1— r"i);_i
de unde

IE = —amlA + (1 — u_)ﬂ? = —bnli3 + (1 — Mf_l—
Deducem
=1+ am, a=1+ hn.

(1)
Triunghiurile £C'p siTAB

au acelasi centru de greutate dacd si numai daci

IE+1C + ID - TA+TB

sau o s -
TE = (14 m)IA + (I +m)1B,
Rezulta
WML 1 -p =i e (2)
Eliminand ¢ st b din relatiile (1) sj (2), obtinem 7, = 4, & m? =m + 1, adick

c Iip ( !(_.-') > I
— = )
1A~ 1B Y \T2) =12
ceea ce este echivalent cuy 3¢ | ADgiIC?=14. AC.
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Subiectul 2. Pentru r ¢ {0, —1}, relatia se scrie

Jlr+1) _ fr)

741 x

Notand f(1) = k, din aceastd egalitate rezultd prin inductie f(n) = kn, pentru

orice n € Z.

Din aceeasi relagie rezultd ﬂ%—i—tfl =ﬂ%l pentru orice r € R\Zsin € N.

Atunci

|f(x+n) = fly+n)]= %.'Ef(‘r) - %ﬂf(-r') < lw—yl
pentru orice r,y € R\ Zy§in € N. De aici
In (22 - LY 17) - )
<|s@ - s +n(L2 - ) <l
: Y

f(z)

pentru orice z,y € R \Zsin e N Cumn € N este arbitrar, rezultd

/) — (0. Rezult ci existd [ € R, astfel inct f(x) = [x pentru orice € R\ Z.
Y
Daci r € Z* si n € N*, din ipotezd avem

l 1 l
de unde [lz + — — k-.::l < —, adicd l;r.(l -k + - < % care conduce lal = k.
Tt T n 3

in concluzie f(x) = kz,cuk € Ryi [k[ < 1.
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Varianta. Daci + > () sin € N, obfinem

flx+n) (x)
r+n r
de unde

R R O P )

brid Uy
Sdau
. i i)
1)~ £+ 0 (12 %’) |<le=y,

oricare ar fi r, y > O si n € N. Deducem ci existi A real astfel incat f(x) =k,
pentru orice » = ). In mod similar, existi / real astfel incat f(z) = [, pentru
orice & < (). Alegind 2 € (— 1,0), din egalitatea

J’_(F_-.‘- 1) f(-?.'__}

T T

obtinem £ = /. deci f(x) = kz, pentru orice real, unde k € &, cu |k i
of AR |

Subiectul 3, Demonstratia se face prin inductie dupi n. Fie A R=T02 cvvom
numere de cite & cifre, unjc determinate, divizibile respectiv cu 5+

Pentru & = [ avem Ar =5 iar pentru k — 2. Ay = 25. Construim numiruy
Anv1. Notim B, = 1} Un numiir de 5 + | cifre, fie acesta Cnf1Cy 0] =
1 10" + & se‘dividc cu 5" dacd gi numai daci Cno. 0 se divide cu 54
Din partea de unicitate 2 ipotezei de inductie rezulti cj ConoiCl = A, = "B,
Prin urmare CntlCp ... 0] = B2 By £ B, ). Divizibilitatea acestui numér
cu 5" se reduce Ia divizibilitatea numarului 2"y + B, cu D, altfel spus
congruenta 2"y L] = O(mod5) si aibi unici solutie in mulfimea L2 . D}
pentru orice n € N* sj orice h € N.

Aceasta se poate face fie analizand toate cazurile de resturi posibile ale luj b
la impiirtirea cu 5 sau direct observand cii numérul 2™ este inversahil modulo 5.

Subiectul 4. Fie Sk = &1+ g+ - 4 1y, Observiim o

SI< S < <8y §i xp =g — Sk—1,
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pentru orice k& > 2. Din inegalitatca Cauchy obtinem:

( 1 9 1 + ) 1 )L’
I+ s L+ 82 i Sp

B ( 1 " L n N 1 )( T P ro i , Ti )
S\a oz P AVTE G (L+sn)?/
Dar
£ 4 M e} L + Iy
(1 +Sl)l‘2 (] +-‘a‘-_))2 (1 ‘|‘5-:1}E
@ T 4 €Iy 4 + Ip
(1+s1) (14 s1)(1+ s9) (1 4+ 8p—1)(1 + sn)
51 B2 — 8] Sp — Sp—1
= - -+ - + -t
(l—l_"’.]} f\l +‘“1){l + S'E) (1 + 5'!1—])(1+Sn)
_1 1 I li 1 . N 1 1
N 1+ 51 1+ s, 1+ s9 L 14 s,
1
=1- <1
L+ 5,
Rezulti
L 1 1 2 1 1 1
( : on g Y e+ +—),
J O 1+ s I+ s, T Ty Ty
si deci
1 1 1 1 1 1
+ — i <[ —
1 4+ 1y 14 a1+ 22 Ll +@yerme 2y £ T3 In
CLASA A X-A

Subiectul 1. Fie 2,(t) = x,(t) + iy, (t) §i = = cost + isint. Putem scrie
T
2n() = 3 k(n — k)2", iar problema cere sil aridtam ci zn(t) = 0 dacid i numai

k=1
daca are loc egalitatea din enunt.

Fie t € R\ 7 - Z astfel incdt z,,(t) = 0. Atunci

I

n
Sy = ZL:Z:A'_l =nS; =n z kzF1,
k=1

k=1

Fie S = 1 + z + --- + 2" 1. Deoarece (1 — z)Sa = 251 — So — n2z" si
(1 - 2)S; = Sy — nz", relatia de mai sus ne conduce la: 251 — Sp = nSp.
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