A 56-A OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA — SOLUTH I

(b) Din (a) deducem ca triunghiurile MON i BOA sunt asemenea, deci
m(ZOMN) = m(Z0OBA).
[OE] este mediani in triunghiul MON deci OF = EM. Atunci

m(ZEOMYy=m(ZEMO) = m(LOBA).

Cum m(LMOE) + m(£ZBOE) = 90°, rezultd c¢ii m(£(OB. AY+m(ZBOE) =
907, dect OF 1 ADB.

Subiectul 4. Suma celor 2005 perechi de numere este 2 - 7022 = 14041,
Presupunem prin absurd cii existi cel mult o pereche cu suma numerelor mai
mare sau egala cu 8. Atunci cel putin 2004 perechi au suma elementelor cel mult
7, deciin total 7 - 2004 = 14028.

Rezultd ¢ existd o pereche cu suma = 14044 — 14028 = 16

Atunci unul dintre numerele din pcrcchc este cel putin 8.

Acesta formeazii cu cele doudl numere vecine doud perechi cu suma cel putin
8, in contraditie cu presupunerea ficuti,

CLASA a VIII-A

Subiectul 1. Daci trei dintre varfurile tetraedrului sunt pe o fatd a cubului,
atunci ele sunt varfurile unui triunghi dreptunghic isoscel. Al patrulea varf se afld
pe fata opusa, la distanfa 1 fati de baza formati de triunghiul mentionat anterior.
Rezulta ci volumul tetraedrului este [I

Si presupunem prin absurd ¢ existd un tetraedru de volum ﬁ care nu are
varfurile pe o fagd a cubului. Fie M un varf al tetraedrului. Daci pe fetele ce contin
acest varf nu s-ar mai afla varfuri ale tetraedrului, acestea ar putea fi plasate doar
in punctul diagonal opus virfului A, contradictie. Existi astfel o fatd a cubului
care are exact doua varfuri ale tetracdrului si, evident, pe lata opusd se vor gitsi
celelalte doua virfuri ale tetraedrului.

Pentru a stabili notatiile, fie ABC'D si A’ B'C' D' cele doua fete. Analizim
doud cazuri:

(@) Varfurile tetraedrului de pe faga ABCD sunt capetele unel muchii a cubu-
lui, de exemplu A §i B. Atunci A’ sau B’ nu sunt varfuri ale tetracdrului, altfel

fata ABB"A" ar contine trei virfuri ale tetraedrului. Rezulti ¢ ¢ si D7 sunt
varfuri ale tetraedrului, contradictie.

(b} Viirturile tetracdrului de pe faga ABC D sunt capetele uner diagonale, de
exemplu A §i €. Argumentele similare cazului precedent aratd cia 13" si 1) sunt
celelalte virfuri ale tetraedrului. Dar AC'B'D' este tetraedru regulat de volum 1

w - N %]
de unde rezultii contradictia
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in consecinti, in conditiile problemei, un tetraedru de volum G are trei virfurl
]

pe o fafd a cubului.
Subiectul 2. (a) Presupunem ci n are k + 1 cifre, k € N, deci
n = 10" ap + 4 101 L+ e+ 10ay + ap,

unde ag, @y, ..., sunt cifre.
Avem p(n) = ag - ay - ap < g 9F < n.;,.l{.iJ" < n. Rezultd p(n) < n.
(b) Avem n? + 4n — 2005 = 0, rezultd n > 43.
Avem n? + 4n — 2005 = 10p(n) < 10n, rezultd n < 47.
Obtinem n € {43, 44,45,46,47} . Singurul numar care verifici conditia pro-
blemei este 1 = 45.

Subiectul 3. (a) Din M A = MC’5i OA = OC' rezulta MO L ACY

Notim AB = a, AA" = b. Daci D este simetricul lui €' fai de B, atunci
BDB'C' este paralelogram, deci DB’ || BC' st DB' = BC". Din £ (AB', BC")
— 60° deducem ¢ triunghiul AB'D este echilateral. Din AB" = Va? [a + b2 si

AD = a3, obtinem b = «a Vo
Wi
5

In triunghiul ANC" avem AC' = a3, AN = ZN = 00° (AN L
(BCC")) deci £ AC'N = 30%. lnunghmnlc C'PB' si NP( sunt asemenea §i

1 ]
GN= EC'B = -C'B, deci £ P C’ N = a. Deducem i triunghiul C'OP.
=5 ) (L '/_j
cum(C)=30°,C'P=aqa,0C" = '—;~. este triunghi dreptunghic in O

Relagiile AC’ L OM si AC' L OP implic AC' L (OPM)
(b) Proiectia dreptei AP pe planul (O’M1) este dreapta OF (conform (a)),

; AO
deci Z(AP,(OPM)) = LAPO; tg..flP() oF = V3, de unde rezultd ca
LAPQO = 60° ‘
Subiectul 4. (a) Din inegalitatea (& + y)? = 4ry obtinem
1, ¢
vy~ (@ +y)?

Atunci

u v wy + v vy + vw)
TR > (uy L

r oy Yy (x+y)*
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(b) Aplicand (a) obtinem
a s 2a? + 202 +ab +be + ed + da
T T L "“> - _i___J____
b+2c+d " g+ 2a+ b (a+b+ec4 d)?
Si
) d ’h ’u’ + ab b+ br —}—(r! + da
Tt ———— 5
CH+2d +a a+ 26+ ¢ 7 ( !J 1+ ¢ + rf_,l“

« 5 b C o

— — — =
b+ 2¢ + d c |'— 2 +a 4+ 2a {— r"} a+2h+ ¢
la+b4ea nr') + (@2 + b2 4 Ctd? Ogn 2bd)

{1-{-})—0-(—1-(”

Obtinem

5 En_—f c)2 + (b — d)?

— >
(@+bte+d?2 ~
CLASA A IX-A

Subiectul 1. Fie m,n > 0 astfel ca IC + mid = i §i H? FnlB = {T

Cum {E} = BonaAp. CXistd a, b € R astfe] ca

[E = alC +(1—-a)IB = bID + (1— r"i);_i
de unde

IE = —amlA + (1 — u_)ﬂ? = —bnli3 + (1 — Mf_l—
Deducem
=1+ am, a=1+ hn.

(1)
Triunghiurile £C'p siTAB

au acelasi centru de greutate dacd si numai daci

IE+1C + ID - TA+TB

sau o s -
TE = (14 m)IA + (I +m)1B,
Rezulta
WML 1 -p =i e (2)
Eliminand ¢ st b din relatiile (1) sj (2), obtinem 7, = 4, & m? =m + 1, adick

c Iip ( !(_.-') > I
— = )
1A~ 1B Y \T2) =12
ceea ce este echivalent cuy 3¢ | ADgiIC?=14. AC.
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