A 56-A OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
SOLUTII

CLASA A VII-A

Subiectul 1. (a) Triunghiul M AD este isoscel cu AM — DM, deci

LMAD = ZMDA. Deocarece EF este paraleld cu AD rezulta A MAD =

LZMFE §si ZMDA = /MEF. Rezulti 3 triunghiul A E'F este isoscel cu

ME = MF. Atwunci AF = DE, ca sume sau diferente de segmente congru-
ente.

(b)y Cum £DEC = #MDA = ZEDC, rezultd ci triunghiurile DEC si
) DE 219 . : %
DAM sunt asemenea: deci DA = Dl adicd DA - DC' = DM - DE. De aici

obfinem AD - AB = DM - DE, ceea ce trebuia demonstrat.

Subiectul 2. (a) 13|2a + 3b dacii si numai dacii 13|2a + 36+ 130 — 26a =
8(2h — 3a).

Deoarece 8 §i 13 sunt prime intre ele rezultd concluzia.

(b) Avem (2a + 3b)(2b + 3a) = 13ab + 6(a® 4 b?).

Cum 13 divide a® + b*, rezulti ¢i 13 divide produsul (2a 4 30)(2b + 3a).
Deoarece 13 este numir prim, rezulti ¢ii 13 divide 20 + 3b sau 2b + 3a.

Subiectul 3. (a) Aplicand teorema inaltimii in triunghiurile ANC si BMD
obfinem ON* = OA-OC si OM? = OB - OD.
Din aseminarea triunghiurilor AOB si COD deducem ci
OA OB _AB

oC ~ 0D~ DC’

L2 AB?.0C? . AB?.OD?
de unde 0 A% = e W OB% = : GoE - Avem
ON? _DC . OM? DC

042 ~ AB ¥ OB T Ap’

In plus unghiul ZMOP este comun, deci rezulti ci triunghiurile A/ON si OBA
sunt asemenea.

A 56

(1
m(&

Cum
90°, 4

S
Presu
mare
7, deq

R

A

A
8.

CLA!

S
atune
pe fa
Rezu

S
virfu
acest
in pul
care ¢
celela

Py
doud

(a
lut, d
fata s
virfut

(b
exem)

celela

de unt

M




A 56-A OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA — SOLUTH I

(b) Din (a) deducem ca triunghiurile MON i BOA sunt asemenea, deci
m(ZOMN) = m(Z0OBA).
[OE] este mediani in triunghiul MON deci OF = EM. Atunci

m(ZEOMYy=m(ZEMO) = m(LOBA).

Cum m(LMOE) + m(£ZBOE) = 90°, rezultd c¢ii m(£(OB. AY+m(ZBOE) =
907, dect OF 1 ADB.

Subiectul 4. Suma celor 2005 perechi de numere este 2 - 7022 = 14041,
Presupunem prin absurd cii existi cel mult o pereche cu suma numerelor mai
mare sau egala cu 8. Atunci cel putin 2004 perechi au suma elementelor cel mult
7, deciin total 7 - 2004 = 14028.

Rezultd ¢ existd o pereche cu suma = 14044 — 14028 = 16

Atunci unul dintre numerele din pcrcchc este cel putin 8.

Acesta formeazii cu cele doudl numere vecine doud perechi cu suma cel putin
8, in contraditie cu presupunerea ficuti,

CLASA a VIII-A

Subiectul 1. Daci trei dintre varfurile tetraedrului sunt pe o fatd a cubului,
atunci ele sunt varfurile unui triunghi dreptunghic isoscel. Al patrulea varf se afld
pe fata opusa, la distanfa 1 fati de baza formati de triunghiul mentionat anterior.
Rezulta ci volumul tetraedrului este [I

Si presupunem prin absurd ¢ existd un tetraedru de volum ﬁ care nu are
varfurile pe o fagd a cubului. Fie M un varf al tetraedrului. Daci pe fetele ce contin
acest varf nu s-ar mai afla varfuri ale tetraedrului, acestea ar putea fi plasate doar
in punctul diagonal opus virfului A, contradictie. Existi astfel o fatd a cubului
care are exact doua varfuri ale tetracdrului si, evident, pe lata opusd se vor gitsi
celelalte doua virfuri ale tetraedrului.

Pentru a stabili notatiile, fie ABC'D si A’ B'C' D' cele doua fete. Analizim
doud cazuri:

(@) Varfurile tetraedrului de pe faga ABCD sunt capetele unel muchii a cubu-
lui, de exemplu A §i B. Atunci A’ sau B’ nu sunt varfuri ale tetracdrului, altfel

fata ABB"A" ar contine trei virfuri ale tetraedrului. Rezulti ¢ ¢ si D7 sunt
varfuri ale tetraedrului, contradictie.

(b} Viirturile tetracdrului de pe faga ABC D sunt capetele uner diagonale, de
exemplu A §i €. Argumentele similare cazului precedent aratd cia 13" si 1) sunt
celelalte virfuri ale tetraedrului. Dar AC'B'D' este tetraedru regulat de volum 1

w - N %]
de unde rezultii contradictia



