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CLASA a X-a
SOLUTII ST BAREMURI ORIENTATIVE

Problema 1. Se considera sirul (a,), -, de numere reale strict pozitive,
pentru care

n

k 2
E Cr-ay - ap = a,
k=0

pentru orice n > 0. Sa se arate ca sirul este o progresie geometrica.
Solutie. Notand ay = a, obtinem imediat a; = 2a, si, pentru n = 2,
a2 —2a - ay — 8a* =0,

de unde, deoarece ay > 0, rezulta ao =4a. ...................... 2 puncte

Demonstram prin inductie ca a, = 2"a, pentru orice n. Presupunand
ap = 2Fa, pentru orice k, 0 < k < n, ramane sa aritam ci a,.; = 2" 'a.
Avem

n
2 on+l koo 2
2a - Qpqq +a” - 2" E Chi1 = Gy q,s
k=1
sau
20+ apyr +a® - 20T (27 = 2) =al ).

Singura valoare pozitiva a lui a,,, care verifica egalitatea este a, 1 =
2"1q, ceea ce incheie demonstratia. ............................ 5 puncte

Problema 2. Fie v,w € C*, distincte. Sa se arate ca
|zw +w| < |20+ 7],

pentru orice z € C, |z| = 1, daca si numai daca exista k € [—1,1] astfel
incat w=kv.

Solutie. Daca exista k € [—1, 1] astfel incat w = kv, inegalitatea ceruta
se verifica imediat. ....... ... . . ... 1 punct
Reciproc, fie t > 1 astfel ca w — tv # 0. Luand




avem |z| = 1 i obtinem

_ t(wv —wo)
W+t w=—"-—"-,
w — tv
_ wv —wv
20+0=—7—,
w — tv
de unde
|zw +w| =t |zv+7].
................................................................. 4 puncte
Deoarece t > 1, din inegalitatea din ipoteza deducem ca |zw +w| =
|zv +7| =0, deci wo —wv =0, adica 2 =kecR.................. 1 punct
Inlocuind in conditia initiald, deducem gi k € [—-1,1]. ......... 1 punct

Problema 3. Se considera in plan 100 de puncte, oricare trei necoliniare.
Punctele se impart in 10 grupe, fiecare avand cel putin trei puncte. Oricare
doua puncte din aceeasi grupa se unesc intre ele cu un segment.

a) Sa se determine pentru ce impartire a punctelor numarul de triun-
ghiuri formate cu aceste segmente este minim.

b) Sa se arate ca exista o alegere a grupelor cu proprietatea ca toate
segmentele pot fi colorate cu trei culori astfel incat sa nu existe un triunghi
avand laturile colorate cu aceeasi culoare.

Solutie. a) Daca grupele contin, respectiv ay,as, . .., a19 puncte, atunci
numarul de triunghiuri formate este

N=C} +Ci +...+C3

aio”

Afirmam ca acest numar este minim atunci cand
&1:&2:...:a10:10,

valoarea minimi fiind 10C3,. Intr-adevir, daci existd o grupi avand m > 11
puncte, va exista o alta grupa avand n < 9 puncte. Mutand un punct
din prima grupa in cea de-a doua, numarul de triunghiuri scade. Aceasta
afirmatie rezulta din inegalitatea

C3+C3>C8  +C2

care se verifica imediat prin calcul direct. ................. ... ... 3 puncte

b) Alegem in fiecare grupa cate 10 puncte si in fiecare grupa formam cate
doua subgrupe de cate 5 puncte. Deoarece pozitiile punctelor nu conteaza,
putem presupune ca fiecare subgrupa de 5 puncte formeaza un pentagon
convex. Coloram laturile lor cu culoarea (', diagonalele cu culoarea Cs, iar



segmentele care unesc punctele din subgrupe diferite cu culoarea C3. E usor
de vazut ca nu exista nici un triunghi monocolor. ............... 3 puncte

Problema 4. In exteriorul triunghiului neechilateral ABC' se considers
triunghiurile asemenea ABM, BCN si C'AP astfel incat triunghiul M N P
sa fie echilateral. Sa se determine masurile unghiurilor triunghiurilor ABM,
BCN i CAP.

Solutie. Consideram orientarea direct trigonometrica pentru triunghiul
ABC. Notam afixele punctelor cu litere mici analoage. Din asemanarea din

ipoteza deducem
m—b n—c p—a ot

a—b b—c c—a
de unde

m = ka+ (1— k)b,

n=kb+(1—-k)c,
p=ke+(1—k)a.

................................................................. 2 puncte
Deoarece triunghiul M N P este echilateral, avem
m+en+e’p =0,
unde £ = cos %” + isin %” .......................................... 1 punct
inlocuind, obtinem
0=rk(a+be+ce?)+ (1 —k)(b+ce+ ac?)
1 —
=k (a+be+ce?) + (a+ be + c?)
1—k
:(a+b€+052)<k+ )
€
Dar ABC nu este echilateral, asadar a + be + ce? # 0. Rezulta
1
k=
1—-¢
................................................................. 2 puncte
si egalitatea m = ka + (1 — k) b devine m —a = € (m — b) , ceea ce arata ca
triunghiul AM B este isoscel, cu un unghi de masura %’T Desigur, celelalte
doud unghiuri au masura g. ... 2 puncte



