
Fie X€ M,(C). astfel incât f(X) = O2. Atunci f(O;) = f(X •O;3) =

= f(X)f{O3) = O2. Considerăm A € M3(C) matricea de la punctul a) si

B = f(A) € M2(C). Atunci B² = f(A²) si cum A² ≠ O3. deducem din

injectivitatea lui f că B2 O2. In particular. det(B) ≠ 0. Cum B³ =

= f(A") = O2 şi B² -tr(B) B+det(B) 12 = O2. rezultă că B4 - tr(B)B3+

+det (B) B2 = O2. deci B2 = O2. contradictie.

Rezultă n = p.

4. Fic a.b € R.a < b şi presupunem f(a) > f(b). Cm f(a +0) ≥

2 f(@) > f(b). 3c€ (a.b). astfel încât f(.r) > f(b). pentru orice r € (a.c).
Atunci f(c-0) ≥ f(b) ≥ f(b-0). în contradicţie cu proprietatca (ii) aplicata
punetelor eşi b. Rezultă că f(a) ≤ f(b) pentru orice a < b, deci f este
crescătoare pe R.

Dacă exista a,bE R. cu a <b si f(a) = f(b), atunci f este constanta
pe (a. b]. deci, pentru orice c€ (a.  b) avem f(c- (0) = f(b — (0). in contradictie

cn (ii). Rezultă că f(a) < J(b) pentru orice a, b € R. cu a < b. deci f este
strict crescătoare.

Clasa a XII-a

1. a) Pentru s <k luam po = ... = px 1 = 0, px = 1 și Ps+I==

= Pk=(0. Pentru s = k.a =I+ a + 0 ·a²+.+0.a-1. Pentru s > hi

presupunem proprietatea adevárată pentru s - 1 şi atunci a = (@•@-1 =

= a(po + prat... +pr-101) = poa + pra² + +pk2h1+ pk 12 =
=P 1+(P%k-1+po)a+pia²++pk 20k 1. deci proprietatea este adevărată

pentru orice s € N.

b) Cum 1+1+..+1 = 0. rezultă că pentru orice € A şipEN,
n ori

pr = (1+1+...  + 1)r = (1+1+...+1).r = rr unde r=.= d )uod n).

ppori rori

Fie M = {ro +at... +rk1k0 ≤ r< n}. Din punetul a) şi
observatia anterioară, rezultă că a EM.VSEN. Cum M este finită. i.je
EN cui< j. astfel incât a = a. Din relaţia a(-1-1) = (ak=1 -1)a = 1,

rezultă că a este inversabil, deci a este inversabil. Obtinem a" = 1, unde

=j-121.

2. a) Notäm cu [M| mumărul elementelor mulţimii finite M. Cum

|A=2" 2" = |A. rezultă că nu există nici o bijectic f: A → A.

deci A, şi A, nu sunt izomorfe pentru n ≠ m. Fie f: A₁An. fn(a) =

= (a.a....,a), pentru a € A si gn: An → A. gn(01,02,0") = (11

pentru (a02,a) € A,. Cum fa şi gm sunt morfisme de inele, rezultă

că aplicatia fngm: A → A, este morfism de inele.

b) Pentru n ≥ 1 considerăm B = Zp. unde P este al n-lea mumar
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prim. Să presupunem că există f: B→Bm. cunm. morfism de inele.

Atunci: 0= f(0) = f(p) = f(1+1+...+1) = puf(1) = p·I = P. deci

Pori

P divide p. contradictie. Deci pentru n m. nu există morfisme de inele

de la B in B

3. a) 1n(0) = [1dr=/r=/- kis-/1u(-)idr. | Cum1-

0 0

In(1-a") ≤ln(1-") ≤0. pentru oricer€[0a. rezultă că aln(1-a") ≤

L

0

ln(1r")d.r ≤0. Cun lim oln(1- a") = (0. rezultă că:

1-0

In tdt=ミ

0 )

1-0

= (1 lnt - t) | = (1 -a)n(1-a) +a.

b) Cum pentru a € (0. 1) şirul (In(0))n22 este crescător şi lim I(a( =

= (1-o)In(1-a) +a. rezultă că 1(a) ≤ (1-a)ln(1-a) +a. pentru orice

2.

Cnu pentru fiecare n ≥ 2 functia 1, : [0,1] → [0,  x). 1(a) =In(1+
0

+r +... +a"-1)dr este continuă în 1. rezultă că 0 ≤ I"(1) = lim In(@)

<lim[(1-o) ln(1a) +a = 1. Vn > 2.

ےک

Cum (1(1))n22 este mărginit şi crescător, rezultă că este convergent.

Fie /= lim 1(1). Considerám a € (0.1). Cum 1(o) = 1(1)- In(1+
11+x

+rt...+r"-1)dr S In(1). pentru orice n≥ 2, obţinem că In(a) ≤ In (1) ≤1.

pentru orice n ≥ 2. Trecând la limită cand n →x in inegalitatea precedentă.

obţinem: (1o)In(1-a)+a≤l<1.¥@€ (0.1).

Atunci 1 = lim{(1-) In(1-a)+a≤1≤ 1, deci 1 = 1.

a+1 0

10

a+1

4. a) f(r)dr=[(c)dr+ f(r}dr = f(t-1)dt+
a+1 0

I +1

= f(r)dr + f(r)dr= f(r)dr.
a+1 0 0
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k=T

re R. aplicand teorema de medie pentru fiecare integrală din sumă, obţinem[Y Y

existeunta mmui ca s ] estfel meit:

f(r)f(nr)dr = f(ck) Sinonte  = e) sernte= oes I  sinmte
k-1

1

Aiame 1e  = ( er) sirite s eton(eк) f(ek) este suma

1=k

Riemann a lui f relativă la divizinnea A, =
1

0.
n-1

cu punctele

f(.r)dr

PROBLEME

PROBLEME REZOLVATE PENTRU GIMNAZIU

Clasa a V-a

Problema E:12166 (G.M. 5-6/2001. pag. 242)

Suma a 45 de numere naturale impare este 2001.

Demonstrați că cel puțin două dintre acestca sunt egale.

Daniel Fcher. Sebes. Alba

Soluție. Dacă munerele ar fi distincte. suma ar fi cel putin:
a= 1+ 3+ 5+... +85+87+89.

Pe de altă parte a = 89+87+85+...+ 5+ 3+ 1.

Adunând cele donă relatii. obtinem:

2a =90+ 90 + 90 + .,. + 90 +90+90

15 termeni

de unde 2a =45 90 = a = 45 45=2025 > 2001. contradictie.

Problema E:12167 (G.M. 5-6/2001, pag. 242)

Determinati a,b €N ştiind că 21.a = 5.bşi [a, b] = 1260.

Victor Ailioaici. Vashui
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