Fie X € My(C). astlel incat f(.N) = Os. Avuci f(Oz) = (XN -O0y) =
= JIN)[(O3) = Oz, Considerim A € My (C) matricea de la punctul a) si
B = f(A) € Ma(C). Atunei B? = (A7) 5i cum A% # Oy, deducem din
injectivitatea Ini f ea B? # Os. In particular. det(B) # 0. Cum B* =
= ) = Oosi B —u(B)- B4det(B)- Iy = O, vezultay ca BY — we(B)B* +
+det(B) - B2 = Oy, deci B? = 0,. contradictic.

Rezulta 1 = p.

4. Fic a.b € Roa < by presupunem f(a) > f(b). Cn f(a +0) >
= Sl = fUh). Fe € (adb). astfel incat f(r) > [(b). pentrn orice » € (a.c).
Atimci f(e=0) = f(b) = f(b-0). in contradictic cu proprictatea (ii) aplicata
punctelor ¢ gi b Reznlta e f(a) < f(b) pentrn orice o < b, deci [ oste
crescatoare pe | '

Daca exista a. b = Eocua < bsi fla) = f(b). atunci [ este constanta
pe fa. bl deci. pentrivorice ¢ € (a.h) avem f(e—0) = f(b—0). in contradictic
en (i), Rezulta civ f(a) < f(b) pentru orice a.b € R, cu a < b, deci f este
strict crescatoare.

Clasa a XII-a

Loa)Pentrus < blnampy=...=pe y=0.po=15ipe=...
= =0 Pemtrus=~k " =14a+0-024...+0-¢* ' Pentru s > 4.
presupunem proprictatea adevarata pentru s — 1 osi atunci o = g - 0¥ ! =
= alpy + a4 o0+ py b1y = Poa + pra® b a4 pr_1a¥ =
= e po)a b e 2a® U dect proprictatea este adeviratia
pentru orice s € YL

DY Cum T+ 1+ ...+ | = 0 rezulta ca pentrn orice . € A si p € N*,
i
pr=(1+1+...+ Dr=(1+1+...4+ Do =rrunde r=p (mod n).
o i

Fie M = {ry+ ra+...+r a1 10 < 1 < 0} Din punctul a) §i
observatia anterivara. rezulta cae™ € M.V s € I, Cam M este tinita. 3i, j €
e M eni < joastfel ineat af = o, Din relagin o(a? ' = 1) = (oF 1 = a = 1.
reznlta e a este inversabil. deci @ este inversabil. Obtinem o = 1. unde
m=j—iz=l

2. a) Notam cu (M| mumarnl clementelor mulgimii finite A/, Cun
|4, = 2" # 2" = |4,,]. rezulta ci nu existi nici o bijectic f: A, — A,,.
deei Ay, 514, nnsunt izomorfe pentrn n # m. Fie f, : Ay = A, fula) =
= (a.a,...,a), pentru ¢ € Ay §i g, : A, = A5, gulay,az,...,a,) = a.
pentrn (ay.az. ..o ay) € Ay Cam ) si gy, sunt morfisme de inele. rezulta
caaplicatia f, o g, 2 Ay, — A, este morfism de inele.

b) Pentru o > 1 consideram B = Z, . unde p, este al n—lea numar
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priut. Sia presupunem e exista f oo 13, — By,. cion # e morlism deinele,

Atunci: 0= fO) = f() = FA+T1+...+1) = pof(1) = p, - T = . deci
T

P divide p,,. contradietic. Deei pentru o # . nn exista morfisime de incle

dela B, n B3,,.

‘I. l . # !I. !I.
3. i) L) = / In l . dr = / In(l —.r")dr — / In(l —.r)dr. Chinn
- . .
0 0 0
(L —a”) < In(l = ") < 0. pentrnorice &+ € [0 al. rezulta ca aln(l —a) <
< / In(1 - #")dr < 0. Cum Jim adn(l = o") = 0. rezulta cic
g H4
0

‘i 0 | —ex
lim / In(l — +")de =0, deci Iim 1,(a) = — / (1l —a)de = / Intdt =
L " .
0 I

n '!1_ i
0
I-—-n
=(lnt-1t) | =({1-a)ll—a)+a.
l "
b)Y Cam pentrua € (0 1) sivnd (F (e} ), -2 oste erescator si- lim I, (a) =
noe

= (Il —a)In(l —a)+a. rezulta ca £, (a) < (I —=ajln(l —a)+a. pentru orice
.3 2

Cum pentru ficcare n > 2 functia I, : [0.1] = [0, x). [,(a) = / In(1+
0

4o+ ™ Yde este continua in LLorezulta ea 0 < [,(1) = “151] I(a) <
(A

.f"

< liliﬁ[“ —a)ln(l —a)+a|=1.Yn>2

Cun (1,,(1)) 52 este marginit si crescator, rezulta ca este convergent.
1
Fie I = lim [,(1). Consideram a € (0.1). Cawm £, (o) = 1,(1) — /ln(l -+
h—r 2%
il
o4 A" Dde < (1), pentrworice n > 2. obtinem ca I, (o) < 1,(1) < 1.
pentru orice n > 2. Trecand la limita cand n — x i incgalitatea precedenta.
obtinem: (1 —a)ln(l —a)+a <l <1.Yae(0.1).
Atunci 1= lim{(1 —a)ln(l —a)+ o] < < L decil = 1.
a2

atl 0 il [ al
4. a) /f(.f.')ll.f' = / Se)der+ / flapde = / _f(r—l)df+/ flr)de =
p u 0 atl 0
i e L
= / Sy + / Sy :/f(.r'}<].a'.
atl 0 0
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b) e 1, = jf(.r')_,"'(u.r}(l.r: e Z / flryf(ne)de. Cum flr) = O
i k=1,
o= Fooaplicand teorema de medie pentrn iecare inteeralia din sinma. obtinem
existenta unui o € [A. - 1. A—} . astfel meat:
1 n
f % | k ) l !
/ S e = ey / Fnde = = f(er) / Floyde = = () / fr)da.
K | ko 0

‘.
l 1 . 1 1]
Aviei £, = | — g o) s — E ) Oste st
e (u ;f{:“) ] Sy i cmn 5 k_]f(r;] este st
. 4 =

1 n—1
Ricurann a lai f relativa la divizinea A, = ((L ey x g l) cu punctele
n
¥ 2
intermediare (e), 15 vezulta ca lim T, = /f(.r]d.r
L Hn—x
0
PROBLEME

PROBLEME REZOLVATE PENTRU GIMNAZIU
Clasa a V-a

Problema E:12166 (G.AL 5-6/2001. pag. 242)
Suma a A5 de namere naturale impare este 2001,
Demonstrati ca cel pufin dona dintre acestea sunt eqgole.
Daniel Feher. Sebes. Alba I

Solutie. Daca mmmercle ar fi distinete, smma ar fi cel putin:

a= 14+ 34+ 5+4...4+85+ 87+ 89 ]
Pe de alti parte a =89 +87+85+...+ 5+ 3+ 1.
Adunand cele doua relatii. obtinen:

20 =90+ 90+ 90 +... + 90 + 90 + 90

15 h:rruu-‘n'l .
de unde 20 = 1590 = o = 15 - 15 = 2025 > 2001. contradictic.

=

Problema E:12167 (G.\. 5-6/2001, pag. 212)
Determinati a.b € N gtiind ca21-a =5-b gi [a,b] = 1260.

Vietor Ailioaici. Vashi




