
(1.2.22.....2",2" +1} satisface condițiile din enunt şi are p +2 elemente:atunci f(2" + 1) = p+2.
Pentru n = 2"+2. avem analog f(2"+2) ≥ p+2. Mulţimea {1.2,  22,....2.2+2} satisface ipotezele şi are p+2 elemente, deci f(2" +2) = p+2.In concluzie. f(2P +1) = f(2" +2) pentru o infinitate de valori ale lui p.

Clasa a XI-a

1. a) Fie r = √a+ √at...+ Va + √b şi f : [0, x) → R. f(r) =
= √a+r. Atunci şirul (In)n21 este dat de relația de recurenţă: r₁ = √b şi

1+√T+4a=(r). Funcţia f are um nnic punct fix in [0, xx). a =

2Distingem cazurile:

i) √b ≤ a. Atunci r2 - r = f(r1) - r1 = √D+ r1 - r1 =+- (0) (13)
Vutri+r vatri+

> 0. unde 3=
1-√1+ 4a

2

Cum2 1 şi f este crescătoare. rezultă f(r2) ≥ f(x1). deci ag≥ r2.Obtinem. prin inducţie,  că ra+1 2 r A n ≥ 1, deci (rn)n21 este crescător.Cum ≤a. rezultă f(ri) ≤ f(a). deci 2 ≤ a. Obtinem. prininducţie. că Sa. Vn ≥ 1. deci (n)n21 este convergent.
ii) √b> a. Atunci .r2 <rı şi. prin inducţie, obţinem că (n)n≥1 estestrict descrescător. Cum (n)n21 este mărginit inferior, rezultă că (rn)n21este convergent.

FlER.I= lim .r. CmJ+1 = f(r,) şi f este contiuă. resultă

ca f(1) = 1. deci 1 =
1+√1+Aa

2

b) (i) Relaţia din enunt este echivalentă cu r1 = √ si

+ 1+p = 1

+≥1. Dacă (.rn)n21 este mărginit, considerăm M > 0. astfel încat.rn≤SMANZ≥ 1. Obţinem () < a, <0" + *n=1 = ² < M², Vn ≥ 2. deci(an)n1 este mărginit.
Dacă (an)n21 este mărginit şi " d. An ≥ 1, atunci 0 < r" S

SVP+ VP+...+ √p = ». Cum (yn)n>1 este convergent. deci mărginitsuperior, rezultă că (r)n>1 este mărginit.

(ii) Dacă (En)n21 este convergent, atunci din relaţia a, = --1
2

n ≥ 2. rezúltă că (a,,)n21 este convergent.
Reciproc, fie L = lim a,. Distingem cazurile:

u) L > (0. Fie ) < € < √L şi L₁ = L - 2, L2 = L + ɛ². Cum anL.n EN. astfel încát L< an < L& A u Z 11.
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Atuuci un= √LI+ √ LI+. + √I < "<

n-n radicali

<√ +√2  ++√ La + √ N + V N+.+ VAI = % Y>

1+√I+4L1

2

(n-n-1) radicali

şi
1 + √I+4L2

1 + √1+4(L-2)
2

1+√1+4(L +2)

Cm u →

1+√I+4L

1+√1+4L2
2

astfel incât un >

Pentru

1+√1+4L > "T > 3-

2

v) Dacă L = 0. atunci:

1+√1+4L
2

şi
2

1 + √I+4L
€. iar

2

1+√1+4L
+E. 3 EN.

2 2

1+√1+4L
E Sin +e. Vn≥n.

2

1+√1+AL 1+√1+4L
+e. deci "

2 2

n≥ max(ng.n), obtinem:

In= √an+ √t...+ √< AW=1.

Cu acelaşi raţionament de majorare pentru L2 = €2, btinem:

1-≤tn ≤1+E. Vn ≥ng. deci r→1.

=2. a) Fie l<i<j< k. Atunci panta dreptei A,A, este m

= ² +ij  +2. Analog. panta dreptci AJ  A este m2 = k² +jk+j².
Punctele A;. A. A sunt coliniare m₁ = m2 j²+ij+?² =k²+jk+j²

(k-i)(k + j + i) = 0 k = i. fals, deci A;, Aj. A nu sunt coliniare.
1 1

b) dacá x; = (AOB), atunci tgo; = 2, deci ai = arctg Fie

IS<i <... <i = p. AtunciΣ
j=1

α = Σ aretg
j=1 j=d

aretg p-j+1=> (arctgj - arctg(j- 1)) = arctgp <
2

j=1 j=1

0 1 0 00 1

3. a) Fie A = 0

0

1 Atunci A² = 0 0 0 03 şi
0 0 0 0 0 0

4303

b). Presupnem n p. Cum funcţia f-: M,(C) → M,(C) are
aceeaşi proprietate cn funcţia f. putem considera că n = 3şi p = 2.
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Fie X€ M,(C). astfel incât f(X) = O2. Atunci f(O;) = f(X •O;3) =

= f(X)f{O3) = O2. Considerăm A € M3(C) matricea de la punctul a) si

B = f(A) € M2(C). Atunci B² = f(A²) si cum A² ≠ O3. deducem din

injectivitatea lui f că B2 O2. In particular. det(B) ≠ 0. Cum B³ =

= f(A") = O2 şi B² -tr(B) B+det(B) 12 = O2. rezultă că B4 - tr(B)B3+

+det (B) B2 = O2. deci B2 = O2. contradictie.

Rezultă n = p.

4. Fic a.b € R.a < b şi presupunem f(a) > f(b). Cm f(a +0) ≥

2 f(@) > f(b). 3c€ (a.b). astfel încât f(.r) > f(b). pentru orice r € (a.c).
Atunci f(c-0) ≥ f(b) ≥ f(b-0). în contradicţie cu proprietatca (ii) aplicata
punetelor eşi b. Rezultă că f(a) ≤ f(b) pentru orice a < b, deci f este
crescătoare pe R.

Dacă exista a,bE R. cu a <b si f(a) = f(b), atunci f este constanta
pe (a. b]. deci, pentru orice c€ (a.  b) avem f(c- (0) = f(b — (0). in contradictie

cn (ii). Rezultă că f(a) < J(b) pentru orice a, b € R. cu a < b. deci f este
strict crescătoare.

Clasa a XII-a

1. a) Pentru s <k luam po = ... = px 1 = 0, px = 1 și Ps+I==

= Pk=(0. Pentru s = k.a =I+ a + 0 ·a²+.+0.a-1. Pentru s > hi

presupunem proprietatea adevárată pentru s - 1 şi atunci a = (@•@-1 =

= a(po + prat... +pr-101) = poa + pra² + +pk2h1+ pk 12 =
=P 1+(P%k-1+po)a+pia²++pk 20k 1. deci proprietatea este adevărată

pentru orice s € N.

b) Cum 1+1+..+1 = 0. rezultă că pentru orice € A şipEN,
n ori

pr = (1+1+...  + 1)r = (1+1+...+1).r = rr unde r=.= d )uod n).

ppori rori

Fie M = {ro +at... +rk1k0 ≤ r< n}. Din punetul a) şi
observatia anterioară, rezultă că a EM.VSEN. Cum M este finită. i.je
EN cui< j. astfel incât a = a. Din relaţia a(-1-1) = (ak=1 -1)a = 1,

rezultă că a este inversabil, deci a este inversabil. Obtinem a" = 1, unde

=j-121.

2. a) Notäm cu [M| mumărul elementelor mulţimii finite M. Cum

|A=2" 2" = |A. rezultă că nu există nici o bijectic f: A → A.

deci A, şi A, nu sunt izomorfe pentru n ≠ m. Fie f: A₁An. fn(a) =

= (a.a....,a), pentru a € A si gn: An → A. gn(01,02,0") = (11

pentru (a02,a) € A,. Cum fa şi gm sunt morfisme de inele, rezultă

că aplicatia fngm: A → A, este morfism de inele.

b) Pentru n ≥ 1 considerăm B = Zp. unde P este al n-lea mumar
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