L2025 90 9p 4 1} satisface conditiile din enung siare p + 2 clemente:
atunei f(2¥ +1) =p+4+ 2.

Peutru n = 2742, avem analog f(20+2) > P42 Multimea {1.2.2%,....

2020 42} satisface ipotezele si are p+ 2 elemente, deci f(2r42) = p+2.

In concluzie, f(20 + 1) = (20 4+ 2) pentra o infinitate o valori ale lai p.

Clasa a XI-a

/ / 7 —
1. a) Fie r, = v’ a+Va+...+ vVa+ Vb i f:]0,x) = R. fle) =

= vt Atanci siral (), -1 este dat de relagia de recurentd: oy = 0 5i

. Y

I+ V1 + 1a

= ___—————__
)

fuer = flay). Fanctia £ are un unje pincet fix in [0, x). o

Distingem cazurile:

D Vh < a. Atunci rr=urp = flry) -y = Va+ua —a =

a4 . — :f (0 — ) () = ) 0 s 1 - 1+ 4a
= = ]~ =00 mkle =
VIt 4 Va+ oy 4 2

Cran ey > ey s J este crescatoare. roznlta flr2) > f(ry). deci £y >,
Obtinenr. prin inductic. ca ., ., Z e Y 21 deei (U0 )n>1 este cresciitor.

Cume ey < o rezulia S(x1) < fler). deci 42 = . Obtinemn. prin
induetic. ca ., S Vo > 1. dec (£ )1 oste convergent.

i) v > . Atunci T2 < sk prin inductje, obtinem ¢a (0)n=1 este
strict deserescator. Cumn (0 )y 1 este warginit inferior, rezulti ca (.J'H)”__:|
este convergent,

Faele Ro = lim Ly Cum gy, = Sy ) 5 f este continua, resnlta

L] g s
+ da

1 4 +/
i f() =1 deci | = =V

[

b) (i) Relatia din cnung este echivalenti en £y o= \Juay si .rﬁl_ | = Uy +
T 0 2> 1. Dacd (g ),y ostoe marginit., consideram A/ > (. astlel incat.r, <
=M. vn > 1. Obtinem 0 < a, < Oy + oy = f;: < M2 Y>> 9, dee
(1)) -1 este marginit.

Daca (a,),~1 este marginit §i a, < Po¥an =01, atunci 0 < £y, <

\.-"I!" + .+ .+ VI =y, Cum (W)= oste convergent. deci marginit
N superior. rezulta ci ()= oste nmarginit,

e - . . . i
(1) Daca (.r),), -, este convergent. atunci din relatia o, = Ty~ Ly g,
n 2> 2. rezilta ca (a,), >1 este convergent.,

Reciproce. fie L = lim a,. Distingem cazurile:
N—X

W) L>0. Fie( < ¢ < VL glly=L2e Ly=Lag Cuma, — L.
dn: € N, astfel incat Ly <a, <Ly, ¥n> ne-.
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Atunci u,, = \/Ll + \/L. + ...+ V’KL_| <uay <

N "

>
= vadicali

< f,g+\/Lg+...+\/L3+\/.'\f+ VM+...+ VA =uv,.¥n>ne

(e =n. = 1) radicali

. L+ VT +1L, 1+ 1+4L; |
Can owy, = i e e AR l
L+ vi+4li TH+14+4(L—2%) 14+v1%4L :
5 = 5 - ) £, lal !
I T+10; 14/ + 4L +22 L+ 1+ 1L
g \/-_) = = - ( ) = V‘) L. S Inl € N.
e o 1+ JIFIL i 4 JiFRL
astlel meat w, > #— =g Sl Wpig __“_\_’_}___ + &, Y > nl.
Peutru n > ]llil!\'(;:—. n'). obtinem: }
1+ 1 +4L ‘ 1 + 1+ 1L . 1+ 1 +4L
. L RN E = deci ar,, — ——

v) Dacit L = 0, atunci:

r

Zid
T = \/u.,, + Vf”“'-l +a.. 4 Jag > fay =af = 1
('u acelasi rationament de majorare pentru Ly = 2. btinem:
l—¢c<u, <l+4+e.Yn>n.. decir, = 1.

2. a) Fie I < i < j < k. Aumci panta dreptei A;4; este my =

] o4
- . ) 5 3y . )
= Jj — = 2 +ij+i%. Analog panta dreptei A; Ay este my = b=+ jh+ j=.
— .} »

Punctele A; A;. Ay sunt coliniare < my = my & Pij+it = K2+ jk+j* <
S (k= Ok+j+i)=0e k=i fals. deci A;, A;. Ag nu sunt coliniare.

h) daca o = pu(A,0B). atunci tgo; = —, deci o = arctg—=. Fice
=2 2
Yo, < 3oy = Y]
L < iy < i» < ..o < = p. Atunci a;, < a; = arctg— <
=1 i=1 J=1 A
[ "
. l : . T
= Z arctg ———— = (arctg) — arctg(j — 1)) = arctgp < —.
B 2 : ' 2
4= )=l
"
0 1 0 0 0 1
3. a) Fie A =10 0 1]. Atunci A2 = [0 0 0] # O; s
0o o0 o/ 0 0 0 I
4 =

b) Presupunem n # p. Cum functia f=! © M,(C) = M, (C) are
acceasi proprietate cu functia f, putem considera ca n =3 i p = 2.
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Fie X € My(C). astlel incat f(.N) = Os. Avuci f(Oz) = (XN -O0y) =
= JIN)[(O3) = Oz, Considerim A € My (C) matricea de la punctul a) si
B = f(A) € Ma(C). Atunei B? = (A7) 5i cum A% # Oy, deducem din
injectivitatea Ini f ea B? # Os. In particular. det(B) # 0. Cum B* =
= ) = Oosi B —u(B)- B4det(B)- Iy = O, vezultay ca BY — we(B)B* +
+det(B) - B2 = Oy, deci B? = 0,. contradictic.

Rezulta 1 = p.

4. Fic a.b € Roa < by presupunem f(a) > f(b). Cn f(a +0) >
= Sl = fUh). Fe € (adb). astfel incat f(r) > [(b). pentrn orice » € (a.c).
Atimci f(e=0) = f(b) = f(b-0). in contradictic cu proprictatea (ii) aplicata
punctelor ¢ gi b Reznlta e f(a) < f(b) pentrn orice o < b, deci [ oste
crescatoare pe | '

Daca exista a. b = Eocua < bsi fla) = f(b). atunci [ este constanta
pe fa. bl deci. pentrivorice ¢ € (a.h) avem f(e—0) = f(b—0). in contradictic
en (i), Rezulta civ f(a) < f(b) pentru orice a.b € R, cu a < b, deci f este
strict crescatoare.

Clasa a XII-a

Loa)Pentrus < blnampy=...=pe y=0.po=15ipe=...
= =0 Pemtrus=~k " =14a+0-024...+0-¢* ' Pentru s > 4.
presupunem proprictatea adevarata pentru s — 1 osi atunci o = g - 0¥ ! =
= alpy + a4 o0+ py b1y = Poa + pra® b a4 pr_1a¥ =
= e po)a b e 2a® U dect proprictatea este adeviratia
pentru orice s € YL

DY Cum T+ 1+ ...+ | = 0 rezulta ca pentrn orice . € A si p € N*,
i
pr=(1+1+...+ Dr=(1+1+...4+ Do =rrunde r=p (mod n).
o i

Fie M = {ry+ ra+...+r a1 10 < 1 < 0} Din punctul a) §i
observatia anterivara. rezulta cae™ € M.V s € I, Cam M este tinita. 3i, j €
e M eni < joastfel ineat af = o, Din relagin o(a? ' = 1) = (oF 1 = a = 1.
reznlta e a este inversabil. deci @ este inversabil. Obtinem o = 1. unde
m=j—iz=l

2. a) Notam cu (M| mumarnl clementelor mulgimii finite A/, Cun
|4, = 2" # 2" = |4,,]. rezulta ci nu existi nici o bijectic f: A, — A,,.
deei Ay, 514, nnsunt izomorfe pentrn n # m. Fie f, : Ay = A, fula) =
= (a.a,...,a), pentru ¢ € Ay §i g, : A, = A5, gulay,az,...,a,) = a.
pentrn (ay.az. ..o ay) € Ay Cam ) si gy, sunt morfisme de inele. rezulta
caaplicatia f, o g, 2 Ay, — A, este morfism de inele.

b) Pentru o > 1 consideram B = Z, . unde p, este al n—lea numar
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