
Avem A = 4r2 -8(2-.c) = 8r - 4.r² = 4.r(2-.r) > 0. deoarece r € [1,2].

Rezultă că ecuaţia are rădăcini reale cu suma z ≥ 0 şi produsul
adicá a0>0.

(r-1)

2
Σ0.

Så considerăm cazul n ≥ 2 natural şi fie r € [1, n]. Există

ke {1.2....n=1} astfel incát r € [k.  k+1], deci r - k+1 € [1,2]. Conform
celor de mai sus. există an,02 ≥ 0 cur-k+1= @+02 = af+a3. deci. = a₁+

+02 + 1 + ... + 1 +0+ ... +0 = + + 1 + 1 + ... + 1 +0 + ... +0.
de k-Lori de n-k-1ori dek-1ori de n-k-1 ori

Alegand aa = (44 = ... = k+1 = I şi aq+2 = ... = 1" = 0. problema este
rezolvată.

Clasa а Х-а

1. Pentru n = 1, relaţia din ennt devine 4 = 22. de unde
2.

Pentru n = 2. obţinem 4(122 + 2.r21) = 3(2 + 22aa). de unde
1(2+1) =3(2+2.ra). de unde .ra 3.

Vom arăta prin inducţie după n, că n, = n. Presupunem că r = 1.

12=2.r, =n şi demonstrăm cà r41 = +1. Conform ipotezei:

4 ktp-k+1 = (n + 1)
=1

TRT+1

4 kk (11 - k + 1) = (n+1) k(k +1) + (n +1) · nan41

Avem

= 4("+1)

1=k

|--

k²(n-k + 1) = 4(n +1)

n(n+1)(2n +1)

n(u +1)²("+2)
3

6

+(n+1) h = (n +

1

= (-1)n(n +1)

²(n+1)2
4

-1

3

-1

((2n+1)-
-

(1)

Pe de altă parte. (n+1) k(k+1) = (n +1) h²+

1)

一

(n1)n(2n-1) (1-1)
+("+1

6 2

12n-1

6 +

Revenind la relația (1), rezultă:

n(n+1)²(1n+2) (1n1)n(n+1)2
3

(n+ 1)(n+2) (n1)(n +1)

3

demonstrat.
3

3

3

+(n+1)nr41 sau

=1

= n+1 deci = n+1. ceea ce trebuia

69



2. Să observăm că numerele z. g. sunt distincte (altfel 0 = 3).İmpărţind (sau scăzând) primele două ecuaţii, obţinem r(r - :) = (: - y).de unde a2 + y² = = (x +y). Analog se obțin relatiile g² + =² = r(y + :) şi2+² = y( +r). Prin adumare, rezultă a² +²+² = rih + i= +r si
deci r2 == ys. y² = 2r, respectiv2== ry. Atunci -² =ys- ur sau++ = 0.

Prima ecuație a sistemului se scrie succesiv r(r²- (y+)r + y:) =
=3.r(r² - (−x)x +2) =3r9 = 1 şi analog ==1.

2 2

Notand cu e = cos+isin rezultă cá ry: € {1.e.e2} şi cum3
r+"+ = = 0. deducem că soluţiile simt cele şase permutări ale multimii{1.c.6}.

3. Presupunem prin absurd'că a > b: rezultă că 13º ≥ 134 si 5 >54

Din relatia 3+13" = 17°, rezenltä 3+13" 2 17" sa ()+() 1. (1

Comsiderăm fumeția f : R→R. S(x)= ()+() Fimctin
16

f este strict descrescătoare şi f(1) ==<1. Conform relatici (1) avem
f(1) < f(a) şi din monotonie, obtinem a < 1. (2). Relatia 5" +7 = 11.

atena 5 + 7 = 1 sain (1) + (1) (3). Fantasy : →
12

) = () +() este strict (lescrescitoare si (1) =
=> 1. Din

relaţia (3) avem g(1) > g(b). iar din monotonia funcţiei g. rezultă b > 1. (4).Relatiile (2) şi (4) dau a <b, în contradicţie cu presupunerea făcută.
In consecinţă. a < b.

4. a) Fie n ≥ 2 un mumăr natural şi S o mulţime cu f(n) elemente şi
avånd proprietăţile din enunt. Vom nota cu a <g<.. <af(n) elementelemulţimii S: atunci a1 = 1 şi af(n) = n. Să observăm că a2 aparţine lui S.deci este suna a două elemene ale mulţimii S. evident mai mici ca a2. Atunci
02 = 1+@₁ = 1+1 = 2. In continuare. as € S. deci a3 = a1 +02=3.
sau 03 = a2 + a2 = 4. Oricum a3 < 2-. Suntem conduşi către ipoteza că
(4k <2-1.oricare ar fi k = 1, f(n). Vom demonstra acest fapt prin inducţie.
Verificarea fiind făcută, vom arăta că dacă a 2k-1 atunci ak41 ≤ 2.Deoarece ak41 este suma a două mumere din S mai mici decât el, avem
+1≤0+ ak = 2ak ≤2.2-1= 24. ceea ce trebuia demonstrat.

Prin urmare, n = af(n) < 2/(")-1, adică f(n) ≥ 1+log, n > 1+[log].b) Observăm că egalitatea apare doar dacă n = 2P. p ≥ 1. atunci
f(2") = p+1 şi S = {1,2,22,... 2"}.
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Pentru n = 2" +1, conform lui a), avem f(2" +1) ≥ p+2. Mulţimea



(1.2.22.....2",2" +1} satisface condițiile din enunt şi are p +2 elemente:atunci f(2" + 1) = p+2.
Pentru n = 2"+2. avem analog f(2"+2) ≥ p+2. Mulţimea {1.2,  22,....2.2+2} satisface ipotezele şi are p+2 elemente, deci f(2" +2) = p+2.In concluzie. f(2P +1) = f(2" +2) pentru o infinitate de valori ale lui p.

Clasa a XI-a

1. a) Fie r = √a+ √at...+ Va + √b şi f : [0, x) → R. f(r) =
= √a+r. Atunci şirul (In)n21 este dat de relația de recurenţă: r₁ = √b şi

1+√T+4a=(r). Funcţia f are um nnic punct fix in [0, xx). a =

2Distingem cazurile:

i) √b ≤ a. Atunci r2 - r = f(r1) - r1 = √D+ r1 - r1 =+- (0) (13)
Vutri+r vatri+

> 0. unde 3=
1-√1+ 4a

2

Cum2 1 şi f este crescătoare. rezultă f(r2) ≥ f(x1). deci ag≥ r2.Obtinem. prin inducţie,  că ra+1 2 r A n ≥ 1, deci (rn)n21 este crescător.Cum ≤a. rezultă f(ri) ≤ f(a). deci 2 ≤ a. Obtinem. prininducţie. că Sa. Vn ≥ 1. deci (n)n21 este convergent.
ii) √b> a. Atunci .r2 <rı şi. prin inducţie, obţinem că (n)n≥1 estestrict descrescător. Cum (n)n21 este mărginit inferior, rezultă că (rn)n21este convergent.

FlER.I= lim .r. CmJ+1 = f(r,) şi f este contiuă. resultă

ca f(1) = 1. deci 1 =
1+√1+Aa

2

b) (i) Relaţia din enunt este echivalentă cu r1 = √ si

+ 1+p = 1

+≥1. Dacă (.rn)n21 este mărginit, considerăm M > 0. astfel încat.rn≤SMANZ≥ 1. Obţinem () < a, <0" + *n=1 = ² < M², Vn ≥ 2. deci(an)n1 este mărginit.
Dacă (an)n21 este mărginit şi " d. An ≥ 1, atunci 0 < r" S

SVP+ VP+...+ √p = ». Cum (yn)n>1 este convergent. deci mărginitsuperior, rezultă că (r)n>1 este mărginit.

(ii) Dacă (En)n21 este convergent, atunci din relaţia a, = --1
2

n ≥ 2. rezúltă că (a,,)n21 este convergent.
Reciproc, fie L = lim a,. Distingem cazurile:

u) L > (0. Fie ) < € < √L şi L₁ = L - 2, L2 = L + ɛ². Cum anL.n EN. astfel încát L< an < L& A u Z 11.
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