Avem A = a2 = 8(u? — ) = 8o — 4 = (2 — 1) > 0. deoarece @ € [1,2].

: 5 8 _ : rla—1)
Rezulta ca cenagia are radacing reale cn s e > 0) si produsul - =5

adica aypoas = .

> 0.

Siconsideram cazul 0> 2 natural si fie o € (1. n|. Exista
FiE Tz 11} astlel meat - & R 1. deci wr~h 41 € [1.2]. Conform
celor de i sns. existaay oy > 0enar—k+1 = ay +ay = uf +a3. decir = ay+
LA A LAt Al =af i+ P P+ 0%+ 0,

de b Tani dew—h— 1o de k1o de e b—1 ori
Alegmd ug =y = ... =gy =l gi@pya = ... = a, = (. problema este
rezolvata.
Clasa a X-a -
Lo Pentrw o= 1. relatia din enung devine bepey = 2000, de unde

Ja = ._}
Pentru i = 20 obtinem Ay 4+ 20y) = 30y + oy ). de unde
”:.] =i ” = -;{2 + 2.!'3}. tll' |i.||lfl' Ay = 3.

Vo arata prin inductic dupa n. ca r, = n. Presupunem ca .y = 1.

do =20, = n s demonstram i, = 04 1. Conform ipotezei:
n n
-IL kgt sy = (0 + I}Z.r;..r;‘.. | <
b= | k=1
" n
S kok(n-k+1)=(n+ )Y kk+ 1)+ (0 + 1) gy, (1)
ko Rty
" " _;.,
Wem 4 R = k4 1) = A(n + DY k-1 W=
k=1 b k-1
Ly (2n + 1 i+ 1) g {2
~ 1{1:1—1]-”(”+ j.( n )--l” (n ) =am+ 12 [ Z@n+1)=n) =
§] | 3
i 1}2{“ + .,) T | n—1|
E : . ==, Pe de alta parte. (n+ 1) Z Mh+1)=(n+ ]]Z k* +
kel k=1
o 4
", = D20 - 1) s )
'-(IJTI}LZ‘I!\':[_H—PH(” h;: ! + (1 i-l)%—-—q =
-1 1 n—Dn(n+ 1)
= (n - I}u{u+l)(——”(;— + .-_)-):( );“ ) ‘

Revenind la relatia (1), rezulta:
(n+ 1% (n + 2) (= 1)n(n+ 1)?
3 a 3
(n+ 1 n+2) (n-=11{n+1

+ (0 + D,y san

- = . deci oy, = n+ 1. ceea ce trebuia
3 3
demonstrat.,




2. Sa observam ci muonerele o Y- = sunt distinete (altfel 0 = 3.

ilu])ﬁj'tim[ (sau scazand) primele doua ecuatii. obtinem w(r — 2) = yls — y).
de unde a2 + 42 = 2+ ). Analog se obtin relatiile y? + 22 = p(y + ) s
2 +a? = gz + x). Prin adunare. reznlta 2 + Y+ 22 =y gz o si
deci 2* = y2. 42 = 2. respectiv 22 = oy, Atunci 2 — Yt =y — o osan
LH+y+=1,

Prima ccuatie a sistenmlui se scrie succesiv r(e? = (g + 2)a + Yo ) =

=3 r(r? - (-r)r+ P)=3& %= i analog gt = 2% = 1,
: y 27'1' .. 27T - - o E
Notand cu ¢ = oS — + isin 3 rezultd ey, 2 € {1, =} si cum

Lyt 2= 0. deducem ca solutiile sunt cele sase permutari ale mulgimii
{1.;‘. 5:}.

3. Presupnnem prin absurd ca a > b rezulta ¢ 13¢ > 13k & 5o > 5t

I ) :‘ i I:i ]
Din relagia 39+13%= 179, rezultda 3"+ 13" > 17" san (-l-:) +- (F) = 1. (1),

i i
0 13N ungsd
Consideram functia f : R — 2. )= 7 + T Fietia
i i

: : . 16 : I

[ este strict deserescitoare si f(1) = ]-_: < L. Conform velatici (1) avem
1

S(1) < fla) si din monotonije. obtinem a < 1. (2), Relagia 5 + 7" = 117,

= b - b
atrage 50 + 7b < 11" sau (1—11-) + (1—‘1—) < L (3). Functia ¢ : B — R.

53\ 7\ : . . | .
glr) = m + m este strict deserescatoare s1og(l) = > 1. Din
relatia (3) avem g(1) > g(b). iar din monotonin fanetici g. reznlta b > 1. (1).

Relatiile (2) si (4) dan a < b, in contradictic cu presupunerca facnta.
In consecinta. a < b,

-

r
— D

4. a) Fie n > 2 un nmumar natural $iS 0 multime eu J(n) elemente si
avand proprietatile din emmg. Vom nota cnvay < gy < ...« iy clementele
multimii §: atanei ) = 135iazp,,) = n. Sa observim ci ay apartine lai S,
deei este suma a doud clemene ale multimii S. evident mai mici ca as. Atunei
a2 = +a; =1+1=2 In continare. ag € S, deci ay = a; + as = 3.
Salt gy = az +ay = 4. Oricnm az < 22, Suntem condusi catre ipoteza ca
ar < 2571 oricare ar fi b = L f(n). Vo demonstra acest fapt prin inductie.
Verificarca fiind facuta. vom arata ci daca ap < 271 atunci Apyy < 2%,
Deoarece @1 este suma a dona munere din S mai mici decat el, avem
Gkl Sap+ag =20 <2281 = 9k coali o trebuia demonstrat.

Prin urmare, n = apon < 21001 adici f(n) > I+logs nn > 1+ [log, 1.

b) Observim cia egalitatea apare doar daca n = 2" p > 1. atunei
(2P )=p+15 5= £1.2,2%;.50427)

Peutru n = 29 + 1, conform lui a).avemn f(2 4+ 1) > p+ 2. Multimea
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L2025 90 9p 4 1} satisface conditiile din enung siare p + 2 clemente:
atunei f(2¥ +1) =p+4+ 2.

Peutru n = 2742, avem analog f(20+2) > P42 Multimea {1.2.2%,....

2020 42} satisface ipotezele si are p+ 2 elemente, deci f(2r42) = p+2.

In concluzie, f(20 + 1) = (20 4+ 2) pentra o infinitate o valori ale lai p.

Clasa a XI-a

/ / 7 —
1. a) Fie r, = v’ a+Va+...+ vVa+ Vb i f:]0,x) = R. fle) =

= vt Atanci siral (), -1 este dat de relagia de recurentd: oy = 0 5i

. Y

I+ V1 + 1a

= ___—————__
)

fuer = flay). Fanctia £ are un unje pincet fix in [0, x). o

Distingem cazurile:

D Vh < a. Atunci rr=urp = flry) -y = Va+ua —a =

a4 . — :f (0 — ) () = ) 0 s 1 - 1+ 4a
= = ]~ =00 mkle =
VIt 4 Va+ oy 4 2

Cran ey > ey s J este crescatoare. roznlta flr2) > f(ry). deci £y >,
Obtinenr. prin inductic. ca ., ., Z e Y 21 deei (U0 )n>1 este cresciitor.

Cume ey < o rezulia S(x1) < fler). deci 42 = . Obtinemn. prin
induetic. ca ., S Vo > 1. dec (£ )1 oste convergent.

i) v > . Atunci T2 < sk prin inductje, obtinem ¢a (0)n=1 este
strict deserescator. Cumn (0 )y 1 este warginit inferior, rezulti ca (.J'H)”__:|
este convergent,

Faele Ro = lim Ly Cum gy, = Sy ) 5 f este continua, resnlta

L] g s
+ da

1 4 +/
i f() =1 deci | = =V

[

b) (i) Relatia din cnung este echivalenti en £y o= \Juay si .rﬁl_ | = Uy +
T 0 2> 1. Dacd (g ),y ostoe marginit., consideram A/ > (. astlel incat.r, <
=M. vn > 1. Obtinem 0 < a, < Oy + oy = f;: < M2 Y>> 9, dee
(1)) -1 este marginit.

Daca (a,),~1 este marginit §i a, < Po¥an =01, atunci 0 < £y, <

\.-"I!" + .+ .+ VI =y, Cum (W)= oste convergent. deci marginit
N superior. rezulta ci ()= oste nmarginit,

e - . . . i
(1) Daca (.r),), -, este convergent. atunci din relatia o, = Ty~ Ly g,
n 2> 2. rezilta ca (a,), >1 este convergent.,

Reciproce. fie L = lim a,. Distingem cazurile:
N—X

W) L>0. Fie( < ¢ < VL glly=L2e Ly=Lag Cuma, — L.
dn: € N, astfel incat Ly <a, <Ly, ¥n> ne-.
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