
egalitatea obţinându-se atunci când K,
L, M sunt mijloacele muchiilor AB,
CC, D'A'.

Pentru aceasta, considerăm re-

teaua de cuburi din figura alăturată.
Punctele M₁, M2 sunt considerate ast-

fel încât:

EM2 = A'M = x şi

FM = MD' = a - т.

Se observă că:

MK = KM2 şi ML = LM1, deci:

KL + LM+ MK = M2K + KL + L.M

A

R

ド

> M₁M2.

B

S FM

B

Pe de altă parte, M₁ M3 = M2R² + RS² + SM? = (a + x)² + (3a)2 +

+(2a - x)2 = a² + 2ax + x² + 9a² +4a2 - 4ax + 1² = 2x²- 2ax + 14a² =

+

a

4 a²a2, adică M₁M2 >2

36
a, cu egalitate pentru

Clasa a IX-a

+1
1. Notând

= y, relaţia devine:
6

+++= 30) - 123), Cera co ne detece din
1

identitätjie tui Hermite: 2 )  = 1 )+ + 2 #i 3W = -6++++\u + v  + + u +
Observaţie. Se pot studia cazurile: x €[6k, 6k+1), € [6k +1, 6k+2)

etc., undekE Z. De exemplu, dacă x € [6k, 6k + 1), relaţia devine
k-k+k= 3k-2k, ceea ce este evident.

2. a) Folosind relaţia lui Sylvester în triunghiurile MAB, MBС,
MCD, MDA înscrise în cercul de centru O avem:

OH} = OM +0A+0B20+B0+ MO = HO

OH3 =OM+02+0B

OH=OM +OB +OÅ. Avem:

HH2=OH-OH =

= (OM +OB+OC) - (OM+0A+0B) =

=02-0A= OH3 - ОHA= H4H3,
de unde H₁H2H3H4 este paralelogram.

Bi

M
Ο

D

B H
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b) Avem HH3 = OH3-OH = (OM+0C+OB)-(OM+OÃ+OB) ==02-0B+OD-0Å = BC+AD = (BF+ET+FC)+(AE+ET+FB) == (BÈ + AE) + 2ET+ (FC +FD) = 2ET, de unde H₁1l3= 2EF.

Aver

RezaAM BN CP3. Fie A=
MB NC PA

adic

Pentru un punct oarecare D avem:
KE

DM =DA+DB celorG 入+1 A+1

IfYtaglfrDN=DB+ +012

AlegaD=+
rezol

GG

şi, prin însumare:
DM+DX+DP = DÅ+DB+DC.

a) Fie G centrul de greutate al AABC. Luảnd 1) = G in relațiaprecedentă, rezultă GM + GN + GP = (deci A.M.NP are acelaşi centrude greutate G).

In plus, au loc relaţiile:
(1) GA+GM +GP = 3GG} (in AAMP).
(2) GB+GN +GM = 3GG2 (in ABMN) şi(3) GC +GP + GN = 3GG (in ACNP). Adunând aceste relaţii.obtinem: = 3(GG}+GG2+GG3). adică AG¡GaGz are centrul de greutateG, ca şi ДАВС.

b) Avem 3DG = DG}+DG}+DG3 si. conform inegalității modulului.rezultă 3DG < DG₁ + DG2+ DG3. (Inegalitatea este strictă, vectorii DG.DG2, DG3 nefiind coliniari.)
Pentru a doua inegalitate avem: 3DG = DA+ DP + DM, de unde3DG₁ < DA + DP + DM şi apoi, analog, 3DG2 < DB + DM + DN.3DG3 < DC + DN + DP. Prin adunare, rezultă: DG₁ + DG2 + DG3 <<(DA+DB+DC +2{DM + DN + DP)).
Este suficient să arătăm că DM + DN + DP < DA + DB + DC. (4)K

Cum DM=DA+DB, rezulta DMSDA+ DB sianaloagele. Prin însumare, acestea dau (4), ceea ce trebuia demonstrat.
4. a) Folosind inegalitatea (a+a2+...t+an)² < n(a² +a3+...+a2).rezultă aa1 +a2 +...tan Sп.

b) Fie n = 2 şi z € [1,2]. Vom determina a1, a2 > 0, astfel încât
I = a1+ a2 = a+az. Avem x = (a1 +a2)2-2a1a2, de unde ajA2 =

2Formăm ecuația de gradul al doilea (în t) cu rădăcinile a şi a2:12-(a1+a2)t + a₁a2 = 0 2t² - 2x1 +r²- x = 0.

=

1(2+

S

=4(n-

11

+(+

= (1

(n+1)

R

13
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Avem A = 4r2 -8(2-.c) = 8r - 4.r² = 4.r(2-.r) > 0. deoarece r € [1,2].

Rezultă că ecuaţia are rădăcini reale cu suma z ≥ 0 şi produsul
adicá a0>0.

(r-1)

2
Σ0.

Så considerăm cazul n ≥ 2 natural şi fie r € [1, n]. Există

ke {1.2....n=1} astfel incát r € [k.  k+1], deci r - k+1 € [1,2]. Conform
celor de mai sus. există an,02 ≥ 0 cur-k+1= @+02 = af+a3. deci. = a₁+

+02 + 1 + ... + 1 +0+ ... +0 = + + 1 + 1 + ... + 1 +0 + ... +0.
de k-Lori de n-k-1ori dek-1ori de n-k-1 ori

Alegand aa = (44 = ... = k+1 = I şi aq+2 = ... = 1" = 0. problema este
rezolvată.

Clasa а Х-а

1. Pentru n = 1, relaţia din ennt devine 4 = 22. de unde
2.

Pentru n = 2. obţinem 4(122 + 2.r21) = 3(2 + 22aa). de unde
1(2+1) =3(2+2.ra). de unde .ra 3.

Vom arăta prin inducţie după n, că n, = n. Presupunem că r = 1.

12=2.r, =n şi demonstrăm cà r41 = +1. Conform ipotezei:

4 ktp-k+1 = (n + 1)
=1

TRT+1

4 kk (11 - k + 1) = (n+1) k(k +1) + (n +1) · nan41

Avem

= 4("+1)

1=k

|--

k²(n-k + 1) = 4(n +1)

n(n+1)(2n +1)

n(u +1)²("+2)
3

6

+(n+1) h = (n +

1

= (-1)n(n +1)

²(n+1)2
4

-1

3

-1

((2n+1)-
-

(1)

Pe de altă parte. (n+1) k(k+1) = (n +1) h²+

1)

一

(n1)n(2n-1) (1-1)
+("+1

6 2

12n-1

6 +

Revenind la relația (1), rezultă:

n(n+1)²(1n+2) (1n1)n(n+1)2
3

(n+ 1)(n+2) (n1)(n +1)

3

demonstrat.
3

3

3

+(n+1)nr41 sau

=1

= n+1 deci = n+1. ceea ce trebuia
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