egalitatea obtinandu-se atunci cand K,

5 o ) A

L, M sunt mijloacele muchiilor AB, , ot
ccr. DA, .”,D ¢~

danirl arenct: SRS L P 1220

Pentru aceasta, consideram re- . H— :
teaua de cuburi din figura aliturata. R I':D /I(,
Punctele M, M5 sunt considerate ast- , ,*'f" B s
fel incat: A7 A6

My = A — o [

EMy = A'M = ¢ 5 .

FM,=MD'=a - z. g

- o i ) PRI [Ehtrad

Se observa ca: Ay e

MK = KM, st ML = LM,, deci:

KL+ LM+ MK =MK+ KL+ LM, > M;M,.
Pe de altd parte, MyM{ = M R? + RS? + SM? = (a + )% + (3a)? +
+(2a - r)? = a® + 2az + 2% + 9a% + 4a? - daz + 2% = 222 — 2azr + 14a? =
2 27 20 3
=9 [(r - %) + —-;wag] > ?laz, adica M, M, > T\/éa, cu egalitate pentru
a B
z=—.
2

Clasa a [X-a

S r+1
1. Notand

= y, relatia devine;

1 1 2
’;y - —J - {u + E] + [;; + _J = [3y] — [2y], ceea ce se deduce din
l 1 2
identitatile lui Hermite: [2y] = [y]+ {y 4 E] si [3y] = [y]+ [_.*,-' + E} + [y + —;]
Observatie. Se pot studia cazurile: x € [6k, 6k+1), r€ [6k+ 1,6k +2)
etc., unde k € Z. De exemplu, daci z € [6k,6k + 1), relatia devine
k—k 4+ k =3k - 2k, ceea ce este evident.

2. a) lolosind relatia lui Sylvester in triunghiurile MAB, MBC,
MC'D, MDA inscrise in cercul de centru O avem:

O, = OM + OA + OB,
OH, = OM + OB + OC,
OH4 = OM + OC' + OD,
Wi = (jﬁ +O_£5+(ﬂ. Avem:
H,H; = OH, - Ol =
= (OM + 0B + 0C) - (OM + OA + OB) =

= OC - OA = OH, - OH, = Hy 0,
de unde HyHyH3H, este paralelogram.




b) Avem H,Hj = O, —O7f (W+(7F‘-+CJTJ‘J-(W+O‘,{+§T§) =
= 0C-0B+0D-04 = BC+ 11 [B?+W+F(‘*)+{T£‘+W+!-T5) =
= (W%— AE) + 2FT + (:T(_)' + 1"75} = 2EF, de unde Hyily, = 2K F

AM BN

SReAs = N = P

Pentru un punet oarecare 1) avem:

. m:;_i_]rm A 5B

A+1
DR = — DBy 2 _Fp.
- A A4 '

- | - -
l)?' = D-(_}' -+ x—)\—l— [)ri
T

A+
: §i. prin insumare:
B \ C DM+DX +DP = DA+ BB+ 1"
a) Fie ¢ centrul de greutate al AABC. Luand ) = (; in relatia

precedentd, rezulti ¢; 17 4 ON ey, 8 0 (deci AMNP are acelasi centry

de greutate ().

In Plus, au loc relagjile:

(1) GA+GM +GP = GG (in AAMP),

(2) CB+GN +CM = 3GCy (in ABMN)

(3) Ge LGP LT < 3(7(?, (in ACNP). Adunind aceste relatii.
obtinem: 0= .'i((_r'_(:'TJrCT(T; Tm} adica AG | GL0 are centrul de greutate
(:, ca i AABC'.

b) Avem 300 — m+ D_(;_; B m s conform inegalitatii modululuj.
rezulta 300G < DGy + DG, + DGy, (Inegalitatea este strictd, vectorii DET
DG, DGy fefling coliniari.)

Pentru a doua inegalitate avem: 35?:—": = DA +DP + W de unde
3DGy < DA+ DP + DM s apoi, analog, 3D¢, < Dp + DM + DN,
3DGy < Do + DN + DP. Prin adunare, rezulti: DGy + DG, + DGy <
< EU)A + DB+ DC + 2(DM + DN + DPyy.

Este suficient si aratim ci DM + DN + pp SDA+DB+ DC. (1)
Cum DM = : m+ 4 DB, rezulta DM < ——I——D.-'l + DI i

A+ A+ ] A+ A+1
analoagele. Prin insumare. acestea dau (1), ceea ce trebuia demonstrat.

4. a) Folosind inegalitatea (@1+ay+... +a,)2 < n(af+af+...+a?).
rezultd a) +ay + ... 4 a, < n,
b) Fien = 25 » ¢ [1,2]. Vom determina ap,az > 0, astfel incat
2
2, . z
T=a+a2=at+a2 Avem r = (@) +az)? - 2a,a,, de unde ayay =

— &

Formam ecuatia de gradul al doilea (in t) cu radacinile a, §i ay:
e (a; 4+ ay)t + aray = 0& 2% - 2pp 4 42 _ =1,
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celor

Luz 1

:\ |l‘p,.='\
rezoly

0

= J(n+

nin

Hn 4+ |

i

(n+1)

—_——

demonst



Avem A = a2 = 8(u? — ) = 8o — 4 = (2 — 1) > 0. deoarece @ € [1,2].

: 5 8 _ : rla—1)
Rezulta ca cenagia are radacing reale cn s e > 0) si produsul - =5

adica aypoas = .

> 0.

Siconsideram cazul 0> 2 natural si fie o € (1. n|. Exista
FiE Tz 11} astlel meat - & R 1. deci wr~h 41 € [1.2]. Conform
celor de i sns. existaay oy > 0enar—k+1 = ay +ay = uf +a3. decir = ay+
LA A LAt Al =af i+ P P+ 0%+ 0,

de b Tani dew—h— 1o de k1o de e b—1 ori
Alegmd ug =y = ... =gy =l gi@pya = ... = a, = (. problema este
rezolvata.
Clasa a X-a -
Lo Pentrw o= 1. relatia din enung devine bepey = 2000, de unde

Ja = ._}
Pentru i = 20 obtinem Ay 4+ 20y) = 30y + oy ). de unde
”:.] =i ” = -;{2 + 2.!'3}. tll' |i.||lfl' Ay = 3.

Vo arata prin inductic dupa n. ca r, = n. Presupunem ca .y = 1.

do =20, = n s demonstram i, = 04 1. Conform ipotezei:
n n
-IL kgt sy = (0 + I}Z.r;..r;‘.. | <
b= | k=1
" n
S kok(n-k+1)=(n+ )Y kk+ 1)+ (0 + 1) gy, (1)
ko Rty
" " _;.,
Wem 4 R = k4 1) = A(n + DY k-1 W=
k=1 b k-1
Ly (2n + 1 i+ 1) g {2
~ 1{1:1—1]-”(”+ j.( n )--l” (n ) =am+ 12 [ Z@n+1)=n) =
§] | 3
i 1}2{“ + .,) T | n—1|
E : . ==, Pe de alta parte. (n+ 1) Z Mh+1)=(n+ ]]Z k* +
kel k=1
o 4
", = D20 - 1) s )
'-(IJTI}LZ‘I!\':[_H—PH(” h;: ! + (1 i-l)%—-—q =
-1 1 n—Dn(n+ 1)
= (n - I}u{u+l)(——”(;— + .-_)-):( );“ ) ‘

Revenind la relatia (1), rezulta:
(n+ 1% (n + 2) (= 1)n(n+ 1)?
3 a 3
(n+ 1 n+2) (n-=11{n+1

+ (0 + D,y san

- = . deci oy, = n+ 1. ceea ce trebuia
3 3
demonstrat.,




