Cum CGLAB si A'B'||AB, rezulta
ca CGLA'B’. Din faptul ca ACA'B’ este
echilateral, iar F' este mijlocul lui [A'B'],
rezultd cd CFLA'D', deci G € FC.

Rezulta ca AMFG este dreptun-
ghic in I, deci

() !.. _ .-"rf(.‘: )

Analog,

MG
Op =0k = ¥

,deci OD =0OF = OF.

b) Presupunem ca £ este in interiorul lui FMD si (i interiorul lui
FAME, pentru orice alti configuratie rationindu-se analog.

Atunci m[m) = m(ﬁ’fﬁ?) - m(fﬁf} = 360 - 2|11(O.‘.#77"} -
—2m(OMD) = 360° — 2m(FMD) = 360° — 240° = 120°.

Cum m(FOE) = m(FOG) + m(GOE) = 2m(OMF) + 2m(OME) =
= Qm(m} = 120, rezultd ci m(ﬁ'} = 120, deci triunghiurile FOD.
FOE i DOE sunt congruente. Rezulta ca F'D = DE = E'F, deci triunghiul
I"DE este echilateral.

4. Fie {M} = AF N BC. d perpendiculara in A pe AF s {N} =
=dn BC. Cum 111(.;1?.}7:') = m(m) = m(.m'}. rezultd ca triunghiul
MAE este isoscel cu varful in F, deci MF = AL, Cum triunghiul M AN
este dreptunghic in A, rezultd ca triunghiul ALN este isoscel cu varful in £,
deci AL = EN. Cum B € (E'N), rezultd ¢cd DF+ EB=AF =FEB+ BN,
deci DF = BN. o

Cum m(BAN) = m(DAF), rezulti ca triunghiurile dreptunghice DAF
si BAN sunt congruente, deci AB = AD. In consecintid, ABC'D este pitrat.

Clasa a VIlI-a

1. a) Folosind conditia zyz(r +y + ) = 1, rezulta:
" _12_ o -F.Us(-*?fzy+3) _ P’y +rz(z+y+2)
Y . y y
byttt et tiet) _ryraets)
B y - y a y :
cum si relatiile analoage:
2, 1 ylz+2)(y+1)
vt + G 2*

-

+
. | . 1 . 1 ; . -
Prin inmultire, (.rz + _1;5) (yz + ;) 224 ;3) = (z+¥)*(y+2)%(z +x)°.

de unde rezulta cerinta.
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b) Sa consideram in relatia datia » = 4=z Atunci 27 30 = 1 san ot =
L oby 1 : ) u 1 | )
= w7 MPMBBHIE PE= 2 = voes Wil Mgl e e I
3 VV3 VV3 V3 V3

2, a) Notdm 22 +r =a, ¥+ 2r = b ¢ a.be Q. Avem:
b=ad4 222, +ar42r = .:'{.:'3 +ua) = (r?t+ y+r+2r=ra—a+3r =
=ur(a+3) - a. deci:
L@+3)=a+b. (1)
Vom ardtaci a # —3. Intr-adevir. daci ¢ = =3, atunci ré+r+3 =0

1\* 11 . : o .
sau (.r—f— E) -+ T = 0, fals. Prin urmare a + 3 # ( si. din relatia (1).

5 a+b -
deducem cd r = —— ¢ Q.
a+3
b) Notdm z 4+ r =a, 2® - 22 = ¢. ¢y a.c € Q. Avem ¢ = 1% + 22 -
—r? =2 =qr — (2 +2)-r=ar-aq-—gr= rla = 1) — a. deci:
rle=1)=a+¢ (2)
3 e Ty : ) 2 ; t+c
Daca a ar fi diferit de 1, atunci. din relatia 2. oblinem & = [
a —
deci o ar fi rational. [n consecintd, alegem a = 1, adici 2 + r = | sau

1\ ? D
" ) =2
2 !

V5 I V5 .
Pentrur = ——+ —Zsauer = —--¥2 calculeazi @ = v?+r = 1 ¢
2 2 2 2 Q
; 5 . (2) . .
sie=r' -2z = —g=—| € Q, ceea ce trebuia obtinut.

3. Deoarece simetricul segmentului ¢’V fata de planul (VBD) este
segmentul AV, deducem ¢ N € AV si VN = "M In plus, OM = ON.
In triunghiul dreptunghic AMC,
MO este mediani. de unde MO = A0 =
= OC' si apoi
NO =08. (1)
Triunghiul OMC este_isoscel, deci
AMOC ~ AAVC = m(MOC) =
- Hl[.-.“'(-'} = 15", conform ipotezei.
Deducem ci m{:i"“()h.;i} = 159 4
m(NOM) = 90°, adica
MOLNO. (2)

Conform ipotezei segmentul N P are mijlocul O ca st BD:; rezulta ci
NBPD este paralelogram.




I Cum BDL(VACY), rezulta BDLNO si,
utilizand (1), obtinem ca NBPD este
patrat.  Mai mult, BDLMO si din
(2), rezulta ca MOL(NBPD). adica
N A MDN BP este piramida regulata.

b) Fie S proiectia punctului \' pe
planul bazei (ABC'D): S € AO. Deoarece
m(m) = 45°, rezulti ci ANSO este
A8 C C o 2,

dreptunghic isoscel, de unde N§ = —.
V2

Pe de altd parte, NO = OD §i NOLOD, deci ND = NOV?2. Atunci

1
. —NO
== NS ' 1 ==
sin VDS = — = \/E = -, deci m(NDS) = 30".
ND  NOV? 2

Deoarece unghiul format de dreapta .V D si planul (ABC') este NDS,
problema este rezolvati.

4. a) Avemn KL? = LC?+CK? = LC?*+('B*+BK?, conform teorenei
lui Pitagora aplicatd in triunghiurile KCL si K BC'.
Folosind inegalitatea: 3(z2 + y? + 2%) > (z + y + 2)*, oricare ar i

D ¢ TYZER=IKL?=3(KB*+ BC* + CL?) >
A
>(KB+BC+CL)?=>
A B AL = 3.KL>KB+BC+ClL, (1)
D . ceea ce trebuia demonstrat.
“ -------- PAJ-—A—A. {-\.
i i b) Se obtin analog inegalititile:
! /B (2) V3 -ML>LC'+C'D'+ D'M i
=

(3) V3-MK>MA + A'A+ AK.

Prin insumare, ob{inem:

VIKL+IM+MK) > (KB+ AK)+ (CL+LC")+(D'M + MA') +
+BC 4+ C'D' + A'A = 6a, de unde KL+ LM + MK = % = 9a/3.

Vom demonstra ca incgalitatea este stricta. '

Intr-adevi, egalitatea survine doar in cazul in care (1), (2) si (3) devin
simultan egalitati. Pe de altd parte, avem 3(z? + y? + 2%) = (e + y+ 2)° &
-y +y-22+(z-2) =0z =y=z deci (1) devine egalitate
pentru KB = BC =CL= K = Asi L =C". Atunci inegalitatea (2) devine
strictd, de unde KL + LM + MK > 2aV/3.

3v6

Observatie. Se poate demonstra ca KL+ LM+ MK > %
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egalitatea obtinandu-se atunci cand K,

5 o ) A

L, M sunt mijloacele muchiilor AB, , ot
ccr. DA, .”,D ¢~

danirl arenct: SRS L P 1220

Pentru aceasta, consideram re- . H— :
teaua de cuburi din figura aliturata. R I':D /I(,
Punctele M, M5 sunt considerate ast- , ,*'f" B s
fel incat: A7 A6

My = A — o [

EMy = A'M = ¢ 5 .

FM,=MD'=a - z. g

- o i ) PRI [Ehtrad

Se observa ca: Ay e

MK = KM, st ML = LM,, deci:

KL+ LM+ MK =MK+ KL+ LM, > M;M,.
Pe de altd parte, MyM{ = M R? + RS? + SM? = (a + )% + (3a)? +
+(2a - r)? = a® + 2az + 2% + 9a% + 4a? - daz + 2% = 222 — 2azr + 14a? =
2 27 20 3
=9 [(r - %) + —-;wag] > ?laz, adica M, M, > T\/éa, cu egalitate pentru
a B
z=—.
2

Clasa a [X-a

S r+1
1. Notand

= y, relatia devine;

1 1 2
’;y - —J - {u + E] + [;; + _J = [3y] — [2y], ceea ce se deduce din
l 1 2
identitatile lui Hermite: [2y] = [y]+ {y 4 E] si [3y] = [y]+ [_.*,-' + E} + [y + —;]
Observatie. Se pot studia cazurile: x € [6k, 6k+1), r€ [6k+ 1,6k +2)
etc., unde k € Z. De exemplu, daci z € [6k,6k + 1), relatia devine
k—k 4+ k =3k - 2k, ceea ce este evident.

2. a) lolosind relatia lui Sylvester in triunghiurile MAB, MBC,
MC'D, MDA inscrise in cercul de centru O avem:

O, = OM + OA + OB,
OH, = OM + OB + OC,
OH4 = OM + OC' + OD,
Wi = (jﬁ +O_£5+(ﬂ. Avem:
H,H; = OH, - Ol =
= (OM + 0B + 0C) - (OM + OA + OB) =

= OC - OA = OH, - OH, = Hy 0,
de unde HyHyH3H, este paralelogram.




