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cd. Cazul xg=1

kX Cazul xo € (0, 1)
| I a) Aratati ci orice matrice A e M,(C) se poate scrie ca suma a 4 matrice
lici BeMy(C), i=1,4 derang 1.

b) Arétati ci /, nu se poate scrie ca suma a mai putin de 4 matrice de rang 1.
Manuela Prajea, loan Savu

Solutie:
a) Daca A nu are coloane nule, A se poate scrie, de exentplu, ca sumi de matrice cu

cite o singura coloani nenuli. Cazul in care A are coloane nuli si cel putin una

| nenuld. Pentru A = 0 se ia By =By=B;cub, =1 si by =0 iar By cu -3 pe pozitia
(1,1) si 0 in rest,

b) Se aratd, de exemplu, ¢i pentru A, B € M,(C), rang A =k, rang B = 1 avem rang (A
+B)<k+1

IV.Fiea > 1sif: [é—a]ﬂ[éa'] bijectiva. Daca f'(x)=

1 .
, pentru orice
fo P
xe[l,a:l. aratati ca:
(74

a) fare cel putin un punct de discontinuitate;

'sd b) daci feste continui in 1, atunci Jfare o infinitate de puncte de discontinuitate;
. ¢) existd o functie f care verifici conditiile din enunt si are un numér finit de puncte
# de discontinuitate.
Radu Mortici
Solutie:

a) fcontinui atrage f strict monotoni, deci f'sifau monotonii diferite, absurd.

b) A1) = 1. Daci f continui in 1 Cu un numér finit de discontinuititi existi a < | <
astfel ca fi, ) continui si se aplica a).

¢) Corespondenta e de tipul (aici @ = 3):

s 1lya;
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Bz opa .l
3 2

$if:(2,3) = (1/2, 1) prin f(x) =-’52‘—l . Conditia £ =

7{- defineste unic f pe fiecare dintre
intervalele (172, 1), (1/3, 12), (1, 2).

CLASA A XII-A

L. Fie (G, ) un grup finit cu elementul neutru e.
proprietatea ca x"

Cel mai mic numir natural nenul cu
= ¢, pentru orice x € G, se numeste exponentul grupului G.
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a) Pentru orice numdr prim p, p = 3, ariitati ¢ grupul multiplicativ, G, al matricelor Si
1 a b a
b

deforma |0 1 ¢|cu a.b.¢ € Z, este necomutativ si are exponentul p.
0 0 1
b) Aritati ci dacd (G, °) si (H, ) sunt grupuri finite cu exponenfii respectiv m $i 1,
atunci grupul (G x H, *) cu operatia datd de (g, hy * (g, W) = (g ° g’ heh'), lim f(.
pentru orice (g, ), (g’ h")e G x H, are exponentul cel mai mic multiplu comun F
al numerelor m §i n.
¢) Deduceti cd orice numédr natural n > 3 este exponentul unui grup finit s

necomutativ.
Ton Savu

Solutie:

a) Justificarea necomutativitatii si a faptului ca din A=/3 + Beu B =0 rezulta A" = I5.

b) Fie k exponentul lui G x H. Rezult (g, Byt = (e1, e2), deci g* = ey, h = ez, pentru
oricare g € G, he H.decin|ksim | k. Asadar [m, n] | k. Rezultd k =[m, nl. (

¢) Dacan=4 considerim grupul Da.

Daci n # 2* (k € N¥) alegem G = G, X Z,, unde p este primcup23§ip | n.

Pentru 1 = 2%, k 2 3 consideram G = Dy X Z.,.

| unde A

1
I1. Fie functiile continue f, g : [0,1] = (0,00), diferite, astfel incit _[f(x)dx= Ig(.r)u‘x.
0 0
n+l
_____(f(x)) dx.

Fie 5'1!'11] (_1'“ )ng definit p,-in X, = rl ( (‘))n
|g d'

a) Aratati ca limx, =°;

b) Demonstrati ci sirul (xﬂ )"20 este monoton.
Dan Marinescu, Viorel Cornea

Solugie:
a) Existice [0,1] cu flc) > g(c); din continuitate exista 4> 1si [ Al < [0,1] astfel ca

—f%%z,l pe [a, B). Atunci x, > ff(x)/l”dx, de unde limx, =e°.

8i\xX H—yeo
b) Integrim inegalitatea numerica

fﬂ"’] (.1') ke gn+l(x) > fil (I)g(—r) + f(x)g" (.1) )

Folosind ipoteza rezultd (.r” )m crescator.
II1. Fie K un corp finit astfel incat polinomul X2 _5 este ireductibil in K[X]. Aratati ca:
a) 1+1+0;

b) pentru orice a € K, polinomul X’ + a este reductibil in K[X].
Marian Andronache




‘celor Solutie:
a) Dacal+ 1=0rezultax2-5=(x—1) (x+ 1), fals.
b) @ -1=4"da-1) (24" +2a"' + 1)* - 3) pentru orice @ € K* Daca a-1=0
rezulti a = 1 5i f: K¥* = K¥, flx) = x° injectiva, deci bijectiva. Rezulta X¥ra=X
r P = (XA ) si deci reductibilitatea polinomului.
IV. Se considera functiile continue f : [0,¢] — R si g : [0,]] — R. Daca

i§ion,

o), lim f(x) = LeR, ardtafi c& lim— [ f(x)g(ﬁ}fx =L f g(x)dx.
mun Foohesd n—ye jp n J
dokk
finit Solutie: Considerdam h =f— L. Avem lim /i(x)=0. Atunci
X—0a
i L[ g i)dx =L ' ('—"]m e [i}lx
: n"dé'n .l:"gu n’gn -
= 1.
A II:‘U Ultima integrala este Lf] g(x)dx prin schimbare de variabila.

Orice rationament echivalent cu cel de pind aici

L ‘r h(x)g(i}ix
n n

unde M este o margine pentru g (sau rationament echivalent).
Fie H o primitiva pentru || ; avem cu L’ Hospital

)]

H—pe= n

M 1
<= [ Inolax,

=lim | h(x) |= 0 i deci ik f1 h(x)|dx —0.
Xy 1




