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Cazul xo = 1

Cazul xo € (0, 1)

III. a) Arătați că orice matrice A ∈ M4(C) se poate scrie ca suma a 4 matriceBEM4(C), i =1,4 de rang 1.

b) Arătați că I4 nu se poate scrie ca suma a mai puțin de 4 matrice de rang 1.

Soluție:

a)

b)

Manuela Prajea, Ioan Savu

Dacă A nu are coloane nule, A se poate scrie, de exemplu, ca sumă de matrice cucâte o singură coloană nenulă. Cazul în care A are coloane nulă şi cel puțin unanenulă. Pentru A = 0 se ia B₁ = B2 = B3 cu b = 1 şi b = 0 iar B4 си -3 ре poziția(1,1) şi 0 în rest.

Se arată, de exemplu, că pentru A, B∈ M„(C), rang A = k, rang B = 1 avem rang (A+B) ≤k+ 1

IV. Fie a > 1 şi f:
1

α
bijectivă. Dacă f1(x) =

1

,pentru orice
f(x)1

, arătați că:
α

a) fare cel puțin un punct de discontinuitate;
b) dacă f este continuă în 1, atunci f are o infinitate de puncte de discontinuitate;c) există o funcție ƒ care verifică condițiile din enunț şi are un număr finit de punctede discontinuitate.

the Soluție:
fi

Radu Mortici

a) f continuă atrage ƒ strict monotonă, deci f¹ şi f au monotonii diferite, absurd.b) f(1) = 1. Dacă ƒ continuă în 1 cu un număr finit de discontinuități există a < 1 <bastfel ca fa.b) continuă şi se aplică a).
c) Corespondența e de tipul (aici a= 3):

1 11
1 2 3

3 2
1 1

2 1 3
3 2

ice

şi f : (2, 3) → (1/2, 1) prin f(x) =x-1
1

Condiția f =
2 defineşte unic ƒ pe fiecare dintre

f
intervalele (1/2, 1), (1/3, 1/2), (1, 2).

ari

CLASA A XII-A

I. Fie (G,) un grup finit cu elementul neutru e. Cel mai mic număr natural nenul cuproprietatea că x" = e, pentru orice x € G, se numeşte exponentul grupului G.
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a) Pentru orice număr prim p, p ≥ 3, arătați că grupul multiplicativ, G, al matricelor

de forma 01

lôôi

cu â,b,ĉeZ, este necomutativ și are exponentul p.

b) Arătați că dacă (G, °) şi (H,•) sunt grupuri finite cu exponenții respectiv m şi n,

atunci grupul (G x H, *) cu operația dată d
e (g, h) * (g', h') = (g° g', hh'),

pentru orice (g, h), (g', h') ∈ Gx H, are exponentul cel mai mic multiplu comun

al numerelor m şi n.

c) Deduceți că orice număr natural n≥ 3 este exponentul unui grup finit

necomutativ.

Soluție:

Ion Savu

a) Justificarea necomutativității şi a faptului că din A=l3 + B cu B3 =0 rezultă A" = 13.

b) Fie k exponentul lui G × H. Rezultă (g, h) = (e1, e2), deci g = e, h = e2, pentru

oricare g e G, h∈ H, deci n | k şi m | k. Aşadar [m, n]| k. Rezultă k = [m, n].

c) Dacă n = 4 considerăm grupul D4.

Dacă n ≠24 (k € N*) alegem G = Gp×Z, unde p este prim cup≥3 şi p|п.

Pentru n = 24, k ≥ 3 considerăm G = D4XZn.

II. Fie funcțile continue f g : [0,1] → (0,), diferite, astfel încåt (x)dx= [8()[g(x)d

Fie șirul (x,)o definit prin x, = r(FC))l d.

a) Arătați că limx, =∞

b) Demonstrați că şirul (x) este monoton.

Soluție:

0 이

Dan Marinescu, Viorel Cornea

a) Există c€ [0,1] cu f(c) > g(c); din continuitate există 2 > 1 şi [a, B] < [0,1] astfel ca

()>2 pe [a B]. Atunci x, f(x)/"dx, de unde lim.x=o
g(x)

b) Integrăm inegalitatea numerică

f"*1 (x) +8"+1 (x) ≥ f"(x)g(x)+ f(x)g"(x).

Folosind ipoteza rezultă (x)20 crescător.

III. Fie K un corp finit astfel încât polinomul X²- 5 este ireductibil în K[X]. Arătați că:

a) 1+1≠0;

b) pentru orice a e K, polinomul X + a este reductibil în K[X].
Marian Andronache
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Soluție:

a) Dacă 1 + 1 = 0 rezultă x2 -5 = (x - 1) (x +1), fals.

b) a-1 = 4a(a - 1) ((2a² + 2a¹ + 1)2 - 5) pentru orice a є K*. Dacă a-1=0

rezultă a = 1 și f: K* →K*,  f(x) = x injectivă, deci bijectivă. Rezultă X+a = X

+ b³ = (X+ b) (...) şi deci reductibilitatea polinomului.

IV. Se consideră funcțiile continue f: [0,] → R şi g: [0,1] R. Dacă

lim f(x) = Le R, arătați că limlm [ Jx  =  L [8ta)dk.

Soluție: Considerăm h = f -L. Avem lim h(x) = 0. Atunci

8

L

dx+=8 - dx.
11

finit

Savu

=3.

entru Ultima integrală este L[ g(x)dx prin schimbare de variabilă.

***

t)dx.

ornea

fel ca

nache

Orice raționament echivalent cu cel de până aici

dxS
12

unde M este o margine pentru g (sau raționament echivalent).

Fie H o primitivă pentru ; avem cu L'Hospital

lim H(n) = lim |4(x) |= 0 şi deci100 12

13

M[h(x) dx→0.


