CLASA A IX-A

L Determinati functiile f: N* — N* cu proprietatea ¢, pentru oricen>1, f{1) + f2)
+ ... + fin) este un cub perfect cel mult egal cu n’.
Lucian Dragomir, Dinu Serbanescu
Solugie: Justificarea faptului cd fil), A1)+ fi2), ..., A1) +2) + ... + fin) sunt 1%, 2°,
., 1, in aceastd ordine.
f) =R + .. + fm) = (K1) + o + fln= 1) =0 = (= 1)’ = 302 — 3 4. 1 pentru
orice n22si f{l)=1.

IL Aflati n € N, n > 2 si cifrele ay, a, ... |, a,, astfel ca \fa,cag...f:,, ~Jaayi.a,, =a,.
) Gheorghe lurea
Solufie: Ecuatia este de forma 10A+a — JA=a. 9343 V104 -4 implica
ASWI0+1)2 =17,
Finalizare: A = 16 si numirul este 169,
IIL Pe o tabli sunt desenate punctele A, B, C. D. Vlad construieste punctele A", B’, C’, D'
astfel: A" este simetricul lui A fatd de B, B® este simetricul lui B fati de C, €’ este simetricul lui C

fata de D, iar D’ este simetricul lui D fata de A. Maria sterge de pe tabla punctele A, B, C, D. Poate
Vlad si refaca pozitiile acestor puncte? J ustificati raspunsul, folosind eventual vectori.

ko
Solutie: Fie (:=E§,b=§5,c=65‘d=_i)_f4,i\'=m ..... Fr=DAl
x=A'B+ BB =—a+ 2b si analoagele
a=2b—-x=..=16a - 8t -4z — 2y —x de unde cum x + y + z + 7 = 0, rezultd

I . i . iiiud1hs
a= E(y +3z + 71) sianaloagele. Finalizarea cu afirmarea unicitatii.

IV. Spunem ¢i o multime A de vectori nenuli din plan are proprietatea (S) daca are cel
putin trei elemente si pentru orice i# € A existi v,w € A astfel incat v #w S =v+w.
a) Demonstrati ci, pentru orice n > 6, existi o multime cu n vectori nenuli, care are
proprietatea (S):
b) Demonstrati ca orice mulfime finitd de vectori nenuli, care are proprietatea (),
are cel putin 6 elemente.
Mihai Baluna
Solutie:
a) Pentru n = 6, considerim vectorii ce unesc centrul unui hexagon regulat cu
varfurile. Inductie dupi n, pentru A ={V...7,} . Exista ViV, € A,i# j, astfel ca

i

vi+V; € A. Luam B=(v,..v, 7 + ¥y
b) Fie A ={5)-(_,',...,5(:} . Alegem doua axe neparalele de versori .7 si neparalele
cu nici unul dintre vectorii a&: [ = lr:mm Fie Oﬁ_.Xl =au+by.
Multimea M = {ay, ay, ..., a,} de numere reale are proprietatea analoagi cu (5). Fie

a cel mai mare element al ei. Avem a > 0 dexistib, c>0cua=b+c b #c.
8




)

ici

Pentru cel mai mic element ¢’ al multimii M, existi b', ¢’ € Beub', ¢’ <0,b" # ¢
astfel caa’=b" + ¢’, deci M are cel putin 6 elemente

CLASA A X-A

L In interiorul unui cub se considerd 2003 puncte. Ardtati ci se poate impirti cubul in
mai mult de 20037 cuburi astfel incit orice punct din cele date s se afle in interiorul unuia
dintre cuburile mici (si nu pe fete).

ek
Solugie: Consideram cubul cu 3 muchii, de lungime 1, pe axele de coordonate pozitive
i unul din vérfurile in origine. Fie Bo(xp o yiazi), k=1, 2, ..., 2003 punctele date. E
- - 12 ~1 :
suficient sd gasim n > 2003 astfel ca x,,y,.z, & {~,—,....n } Fie, de exemplu, n > 2003
non n
prim mai mare ca 2003 ce nu este in descompunerea numitorilor coordonatelor rationale ale
punctelor Py (cazul coordonatelor irationale fiind evident)

IL. a) Determinati toate functiile f: N* — M cu proprietatea:

L+ fin) fln + 1) = 20" (fin + 1) — fin)), pentru orice n € N*
in fiecare dintre urmatoarele situatii

a) M=N:b)M=Q.

EE
Solutie:

a) (2-fi1)) (2+£2)) =5 implica (1) = 1, A2) = 3. Inductie: fin) = 2n — 1.
b) Xn = arctg fin)

1
Mg i T Xy =arcthP~+ DT i € L.

x,=arctig(2n-1)+ x, - -g- +l7,l,eZ

n

f(n)=L(a+—1?-_—l. cua=f(l)=
a—n(a-1) n-—
III. a) Dacd ABC este un triunghi §i M un punct in planul siu, aratafi ca
AM sinA < BM sinB + CM sinC.
b) Fie A}, By, C, puncte pe laturile (BC), (AC) si respectiv (BA) ale triunghiului ABC,
astfel incat unghiurile triunghiului A,B,C, sunt in aceasti ordine de masuri o,fB,y. Ardtati ci:
2. AA sina<y BCsina .

Dan Marinescu, Viorel Cornea

l.ne N\ {1}.

Solutie:

a) AM-BC < BM-AC + CM-AB (eventual folosind relatia Z(z -0z, —23)=0) si
folosind teorema sinusurilor, rezulti concluzia

b) Din a) rezultd AA, sine < AB, sin # + AC,siny si analoagele si prin insumare se

obtine relatia ceruta.



