Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa nationala, Hunedoara, 23 aprilie 2019
CLASA a VI-a — solutii

Problema 1. Se considera un numar rational r si numerele naturale aq, as, ..., ag,
bl,bg,...,b6 astfel Incat 1 < by<by<...< b6 <11 §1
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Aratati ca r este numar intreg.

Solutie. Daca by =1, atuncir =a; € N 2p
In caz contrar, printre cele 6 numere naturale distincte by, b, . . ., bg, facand parte din
multimea {2,3,4,...,11}, exista doud consecutive................coiiiiiiiiiiii.. 2p
In acest caz, din b;; = 1 + b; rezultd r = Z— = 'ZE = 'Zfr% EN...... 3p

Problema 2. Determinati toate perechile (a,b) de numere naturale pentru care
fractiile
3a + 8b+ 2 . 8a+b+3

e — S —
10a+2b+1 ° 2a+7b+3
reprezinta, simultan, numere naturale.

Solutie. Pentru ca ambele fractii sa fie, simultan, numere naturale este necesar ca
3a+8b+2 > 10a+2b+1si 8a+b+3 > 2a+T7b+ 3, de unde, prin adunare, 11a+9b+5 >

12a + 9b + 4, ceea ce implica a € {0, 1} .. ..o 2p
Pentru a = 0 a doua fractie este 7bbL+33? pentru ca ea sa fie numar natural trebuie ca
b > 7b, deci b = 0, caz in care si prima fractie este numar natural .................... 2p
Pentru a = 1 a doua fractie este %“—jé; pentru ca ea sa fie numar natural trebuie ca
b+ 11 > 7b+ 5, deci b € {0,1} si convine doar b = 1, caz in care gi prima fractie este
NUMAr NAUTAl . ... 2p
Asadar, perechile cerute sunt a =0,0=0sia=1,b=1.......................... 1p

Problema 3. Determinati cel mai mare numar natural n pentru care este indeplinita
conditia

exista n semidrepte distincte doua cate doud, cu aceeasi origine, astfel incat
masura oricarut unghi format de aceste semidrepte este un numar natural care
nu este prim.

Solutie. Daca luam 90 de unghiuri de 4°, formate in jurul unui unui punct, obtinem
90 de semidrepte care fac intre ele unghiuri cu masuri intregi, multiplude 4 ......... 2p

Sa aratam ca, daca luam 91 sau mai multe semidrepte, conditia nu este indeplinita.
Notam unghiurile formate in jurul originii comune a semidreptelor, in sensul migcarii
acelor de ceas, Incepand cu un unghi oarecare, u, us,...,u,, n > 91. Atunci sumele
Uy + U, U3z + Uy, ..., Usg + Ugg al, Impreuna, cel mult 359°. Deoarece sunt 45 de sume
si 8 -45 = 360, exista o suma S < 8. Cum S > 2, rezulta ca S este numar prim sau
S=4=24+2sauS=6=2+4=3+43; in toate cazurile deducem ca S sau unul dintre
termenii sai este NUMAT PIIINL . .. ...ttt e e e 4p



Asadar, numarul cerut este 90 .. ... .. 1p

Problema 4. In interiorul unghiului propriu A0D considerim punctele B si C astfel
incat OA = OB, OD = OC, segmentele AC si BD se intersecteaza in punctul P iar
semidreapta (PO este bisectoarea unghiului APD. Aratati ca unghiurile AOB si COD
sunt congruente.
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Solutie. Cerinta este echivalenta cu AOC = BOD .......... ... ... 1p

Fie E gi F picioarele perpendicularelor duse din O pe AC respectiv BD. Atunci
OF = OF (deoarece PO este bisectoarea unghiului @) si AO = BO (din ipoteza),
deci triunghiurile dreptunghlce OAFE i OBF sunt congruente. Astfel OAE = OBF.
Analog aratam ca OCE = ODF ..o 4p

Deoarece segmentele AC' si BD se intersecteaza, unghiurile A/O\B, BOC si COD
sunt adiacente, iar punctele O si B sunt pe parti diferite ale dreptei AC. Deducem

OAC < OAB < 90°, ultima inegalitate avand loc deoarece unghiul OAB este unghi de
la baza trlunghmlul isoscel OAB. Cum PO este bisectoarea unghiului ﬁ unghiurile
APO si OPD sunt ascutite, iar unghlul OPD este unghi exterior triunghiului OB P, deci
OPD > OBP de unde rezulti ci OBP este unghi ascutit. Analog se arata ca unghiurile
ODB si OCA sunt ascu‘glte Astfel £ §1 F sunt in mterlorul segmentelo/réC respectiv

BD, deci OAC = OAE OCA = OC’E OBD = OBP si ODB = ODP. Deducem
ca unghiurile triunghiurilor OAC, OBD sunt respectiv congruente si, folosind observatia
initiala, obtinem concluzia. ....... ... .. 2p



