Inspectoratul Scolar al Municipiului Bucuresti

Olimpiada de Matematica, Faza locala, 17 februarie 2007
Solutii - clasa a XII-a

Subiectul I
a) Inductie. Pentru n =0, fO(z) = f(z) si [ costdt = —sint‘z = sinz. Apoi,
daca proprietatea este adevarata pentru un n > 0, atunci
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b) Rezulta din | [; t" cos(t +nm/2)dt| < [Ft"dt............. 4 puncte

Subiectul IT (D. Anca, G.M.B.)
a) g1(x) = [ tf(t)dt+a fxlf(t)dt este derivabila si g} (z) = xf(x)—i—f;f(t)dt—xf(x).

Apoi g; este derivabila gi g (x) = —f(T) oo 3 puncte
b) go(z) = foﬁﬁf(t)dt - xf\}if(t)dt este derivabild si gh(z) = f\% f(t)dt. Pentru
flz)=1,Vx €|0,1], g5 nu este derivabila In 0................... ..., 3 puncte

¢) Deoarece f este continua pe intervalul compact [0, 1], exista M astfel incat

|f(z)| < M, Vz € [0,1]. Rezulta |g,(z)| < Mfo%t"dt + Mxz(1 — /z), de unde reiese
ca Hm g,(x) =0, Ve € [0,1] oo 3 puncte

Subiectul IIT (M. Andronache)

Deoarece elementul neutru are ordinul 1, cele n ordine consecutive nu pot fi decat
1,2,...,n.

a) Daca n = 2 atunci 2° = e, Vz € G, de unde rezulta usor ca G este comutativ.
Reciproc, daca presupunem ca G este comutativ si n > 3 atunci, luand a,b € G cu
orda =n gi ordb =n — 1 obtinem ordab =n(n—1) >n, fals............... 5 puncte

b) Sa presupunem ca exista a # e cu proprietatea data. Fie orda =n > 2, p un
factor prim al lui n si b = a™?, deci ordb = p, iar bz = xb, Yo € G. Deoarece numerele
n i n — 1 sunt prime intre ele, p este prim cu cel putin unul din ele. Gasim astfel un
element de forma bz, cu ordbx > p(n — 1) > n, contradictie. ............... 4 puncte
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Subiectul IV (M. Andronache)

a) Daca u(x) = ap + a1z + agz? + ... + a, 2™, Vo € A, atunci ag = 1, deci orice
x # 0 ar avea inversul —a,z — apx — ... — a,, @™ !, contradictie. ............ 3 puncte

b) Functiile f,;(z) = ax + b sunt distincte, deoarece fop = fea = fap(0) = fea(0)
i fap(1) = fea(1) = b=d si a = c. Avem astfel n? functii polinomiale distincte.

Demonstram acum ca exista a,b € A,a # 0,b # 0,a # b astfel incat ab = 0. Din
ipoteza rezulta imediat ca exista a, divizor al lui 0. Sa presupunem ca singura solutie
nenula pentru ax = 0 este © = a. Atunci a(ar) =0=ar=asauar =0=2—-1=0
sau x — 1 =a sau x = a sau x = 0, deci A ar avea doar elementele 0,1, a,a + 1 — fals.

Consideram acum polinomul ¢ = (X —ay)... (X — a,_1), unde ay, ..., a,_1 sunt
elementele nenule ale lui A. Deoarece g este monic, pentru orice f € A[X] gasim
q,r € A[X] astfel incat f = gg+rsigradr <n—2. Avem f(x) =r(x), Vo € A, deci
orice functie polinomiala este egala cu una de grad < n — 2. Dar numarul functiilor
polinomiale de grad < n — 2 este cel mult "%, qed....................... 6 puncte



