Inspectoratul Scolar al Municipiului Bucuresti

Olimpiada de Matematica
Faza locala, 17 februarie 2007
Solutii - clasa a X-a

Subiectul I (a) Gh Tutulan, b) I.Tudor, G.M.B)

a) Sistemul este echivalent cu |z| = v/a si |z| = |z — a|, deci solutiile sunt afixele
punctelor de intersectie ale cercului cu centrul in origine, de raza y/a, cu mediatoarea
segmentului cu capetele de afixe 0,a. Observam ca:

e dacd \/a < a/2 < a > 4 atunci nu exista solutii;
e dacd v/a = a/2 < a = 4 atunci exista solutia unica z = 2;
e dacd va>a/2 < 0<a<4atunci 210 =a/2+i\/3a/d ... 5 puncte

b) Observam ci logq, 110,25 = log;o, 10,5 = 1g10,5 , deci avem solutia z = 100.
Sa aratam ca aceasta solutie este unica:

e pentru 0 < z < 1 avem log, (z 4+ 10,25) < 0 < 1g 10,5;
e pentru z > 1 avem

1 10,25 | lg(1+410,25 lo(1+10.25
log, (2410,25) = g(z+10,25) _ lgo+1g(1+10,25/2) _ | lg(1+10,25/x)

)
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expresie care defineste o functie strict descrescatoare. ...................... 4 puncte

Subiectul I1

a) Dreapta este graficul unei functii de forma y = ax —pq si f(p) = ap—pq, f(q) =
aq—pq. Daca f(z) = az® +bx +c atunci f(p) — f(q) = (p—g)(alp+q) +b) = a(p—q)
sip#q= a=alp+q)+b, apoi ap® +bp + ¢ = ap® + apq +bp — pqVp, ¢ € R, de unde

a =1, ¢ = 0. Functiile cerute sunt cele de forma f(x) =2*>+bzx,bER...... 4 puncte

b) Cu notatiile de la a) avem a = f(p)erpq = f(q)q“’q, sau %—p = @—q, Vp, q € R*.
Astfel % — p este o constanta b, deci f(p) = p* + pb, Vp € R*. Din ipoteza reiese si
f(0)=0,deunde f(p) =p? +pb, Vp ER ...t 5 puncte

Subiectul III

a) Luam laturile in ordinea 1,6,2,4,3,5. ... ..., 4 puncte

b) Fie w = cos § +isin 3. Asezand hexagonul in mod convenabil, varfurile vor avea
afixele 6,6 + aw, 6 + aw + bw?, 6 — ¢ + aw + bw?, 6 + aw + bw? — ¢ — dw, 6 + aw + bw? —
c—dw—ew? = 0unde a,b,c,d, e sunt 1,2,3,4,5. Din ultima egalitate si din w? = w —1
rezulta 6 — ¢ = d — a = b — e. Aceasta nu se poate decat daca hexagonul are laturile
in ordinea de mai sus, sau in ordinea 6, 3,2, 5,4, 1 (intr-un sens sau in celalalt), de unde
CONCIUZIA. . . o 5 puncte

Subiectul IV

a) Observam ca ) C f(0). Fie R ={X|X C A, f(X) C X} §i B=ycr X. Daca
r€ B atunci x € X C B, deci z € f(X) C f(B). Astfel, r€ B = z € f(B), de unde
B C f(B). Rezulta ca f(B) C f(f(B)), deci f(B) este una din submultimile a caror

reuniune este B. Astfel f(B) C B, sireiese f(B) =B .....ccooviiiiiiiii... 4 puncte
b) Fie n, numarul multimilor cu p elemente. Fixam r pentru care ng+ni+...+n, <
k<ng+ny+...+n.,+n,.. Alegem k —ng— ... —n, — 1 multimi de cardinal r + 1.

Definim acum fi(X) = X daca |X| < r sau daca X este una din multimile alese si
f(X) = A in restul cazurilor. Atunci fi(X) = X pentru cele k£ — 1 multimi de cardinal
<r+1precum gi pentru X = A. .. 5 puncte



