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CLASA a XI-a, SOLUTII SI BAREME

Problema 1.  Fie functiile f,g : [0,1] — [0,1] astfel incat g este
monotona si surjectiva si

|f(x) = f)] < lg(z) — g(y)l,

oricare ar fi z,y € R.
a) Aratati ca f este continua si ca exista xg € [0,1], cu f(zo) = g(xo).
b) Aratati ca multimea punctelor x € R pentru care f(x) = g(x) este un
interval inchis.

Solutie. a) Cum g este monotona, are limite laterale in fiecare punct.
Aratam ca g este continua. Altfel, fie zp un punct in care g(zg — 0) <
g(x0) < g(x0+0) sau g(zo—0) < g(x0) < g(xo+0). Atunci intervalul (g(xo—
0), g(xo+0)) nu este inclus in imaginea functiei, contrazicand surjectivitatea.
Din inegalitatea din ipoteza rezulta si continuitatea functiei f. .. 2 puncte

Consideram functia h data de h(x) = g(x) — f(x). Avem h(0)h(1) =
(g(0) — £(0))(g(1) — f(1)) < 0, deoarece g este monotona si surjectiva.
Proprietatea valorilor intermediare pentru functii continue implica existenta
unui punct g € [0,1] cu h(zp) = 0 adica f(zg) = g(zo). -vvevevn... 1 punct

b) Fie A = {x € [0,1] | f(z) = g(x)}. Daca A are un singur element nu
mai e nimic de aratat. Daca A are cel putin doua elemente fie « = inf A, 3 =
sup A. Din continuitatea functiilor f si g deducem ci o, € A. ...1 punct

Fie z,y € [a, 8], * < y. Daca g este crescatoare avem f(y) — f(z) <
[f(@) = fW)l < lg(y) — g(2)| = g(y) — g(x). Prin urmare f(y) — g(y) <
f(z) — g(x), deci h este descrescatoare pe [, 8]. Cum h(a) = h(B) = 0
rezultd h = 0 pe [a, 8] adicd A = [a, ] «ovvvriiiiiiiiii 3 puncte

Problema 2. Fie n si K doud numere naturale astfel incat n > 2 si
1 <k <n—1. Aratati ca daca matricea A € M, (C) are exact k minori
nuli de ordin n — 1, atunci det(A) # 0.

2

Solutie. Presupunem ca det(4) = 0. Cum A are n” minori de ordinul

n—1sin? >n—1, rezulta ca A are cel putin un minor nenul de ordin n — 1,

decirang(A) =n — L. 2 puncte
Cum A*A = Oy, si din  inegalitatea Sylvester
0 =rang(AA*) > rang(A)+rang(A*) — n rezulta ca rang(A*) <1..1 punct
Din A* # Oy, rezulta rang(A*) = 1., 1 punct

2

Deoarece A* are cel putin n* — n 4+ 1 elemente nenule, deducem ca are
o linie cu toate elementele nenule. Fie aceasta L1 si fie Lo linia din A* care
contine cel putin un element nul (o astfel de linie exista caci & > 1). Cum
L1 si Lo sunt proportionale, exista a € C astfel incat Ly = oLy ...2 puncte
De aici deducem o« = 0 deci Lo are toate elementele nule ceea ce atrage
ca A are cel putin n minori de ordin n — 1 nuli, absurd ........... 1 punct



Problema 3. TFie A, B € My(R) astfel incat AB = BA si det(A? —
AB + B?) = 0. Aratati ca

det(A + B) + 3det(A — B) = 6det(A) + 6 det(B).

Solutie. Avem A? — AB + B? = (A + wB)(A + @B), unde w este o
radacinad cubica nereald a unitatii. .................. ... 1 punct
Consideram functia polinomiala de grad 4 definita prin f(x) = det(A +
rB) = det A + ax + bz? + ca® + det Bx*. Conditia din enunt se transcrie
(matricile avand elemente reale) f(w) = f(w) =0 ................. 1 punct
Avem
f(w) = det A + ¢+ w(a + det B) + w?b,

decidet A+ c=a+detB=">b. (1) ... 1 punct
Cum f(1) =det A+a+b+c+det Bsi f(—1) =det A—a+b—c+det B,
avem f(1)+ f(—1) = 2det A+ 2det B + 2b, iar din relatiile (1) 2b = a+c+

det A+det B = 3(f(1) — f(-1)) +det A+detB................. 3 puncte
Cum f(1) = det(A + B) si f(—1) = det(A — B) deducem relatia din
EIIUN. .ottt 1 punct

Problema 4.  Determinati functiile derivabile f : [0,00) — [0, 00)
pentru care f(0) = 0 si f'(2%) = f(x) pentru orice x € [0, 00).

Solutie. Aratam ca f = 0. Din relatia data, pentru orice x > 0 avem
f'(x) = f(/x) > 0, deci f este crescatoare, de unde f’ rezultd crescatoare.
2 puncte

Fie a = sup{z| f(z) = 0}. Daca a € [0,00) atunci f(z) = 0 pe intervalul
[0,a] si f(x) > 0 pe (a,00) (datoritd continuitatii si monotoniei functiei f).
1 punct

Din teorema lui Lagrange aplicata pe intervalul [a,a + 1] deducem ca
fla+1l)=fc)ycuce(a,a+1). cooiiiiiiiiiiiiiiii. 1 punct

Atunci f(a+ 1) = f(y/c) si cum f este crescatoare rezulta ca este con-
stantd pe intervalul [\/c,a + 1] deci f” este nuld pe acest interval. Asadar
f'(a+1) = f(0) =0 si cum f’ este crescitoare rezulta f' =0 pe [0,a + 1].
De aici f'(¢) =0= f(a+1),absurd. ....................oo... 3 puncte



